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Abstract

We consider the solution of weighted linear complementarity problems using interior-point algorithms,
where the search directions are determined by a specific kernel function. To achieve a more efficient im-
plementation, we modify the theoretically well-performing algorithm. The resulting methods are analyzed
using a code written in the Python programming language. We present numerical results for problems whose
solutions, based on previous theoretical findings, would require a very high number of iterations.

Keywords: interior-point algorithm, kernel function, weighted linear complementarity problem, search di-
rection, Newton’s method.

Osszefoglalas

Sulyozott linedris komplementaritasi feladatok megolddsat vizsgaljuk olyan bels6pontos algoritmusokkal,
melyekre a keresési iranyokat egy sajatos magfiiggvénnyel hatarozzuk meg. Hatékonyabb megvalositas érde-
kében az elméleti szemponthol jol miikodé algoritmuson mddositdsokat végziink. Az igy kapott mdédszereket
egy Python programozasi nyelvben irt kdddal elemezziik. Numerikus eredményeket mutatunk be olyan fel-
adatokra, amelyeknek a megolddsa az eddigi elméleti eredmények alapjan csak nagyon magas iteraciészdm-
mal volna lehetséges.

Kulcsszavak: belsépontos algoritmus, magfiiggvény, stilyozott linedris komplementaritdsi feladat, keresési
irdny, Newton-madszer.

valdjaban a linedris komplementaritdsi feladat
(LCP) kiterjesztése, hiszen az a specidlis eset, ami-

1. Bevezetés
A sulyozott linedris komplementaritasi feladat

(WLCP) fogalmat Potra [1] vezette be 2012-ben.
A WLCP a kovetkezd alakban fogalmazhaté meg.
Keressiik azt az (x, s) € R™ x R™ vektorpart, amely-
re

-Mx+s=q,
Xs=w, (69]
xX,$=0,

ahol ge R" egy adott vektor, w>0 egy adott suly-
vektor és Me R™M™ egy adott matrix. A WLCP

kor a sulyvektor csupa nulldsokat tartalmaz, egy
LCP-t eredményez. A WLCP alkalmazasi tertiletei
rendkivil szélesek. Sajatosan az LCP alkalmaz-
haté mechanikai kolcsénhatdsok vizsgdalatara,
akaddlyproblémak esetén vagy szerkezetterve-
zési problémak esetén is [2]. Ezenkiviil a WLCP
hasznos lehet olyan rendszerekben, ahol a kiilon-
b6z6 valtozok vagy feltételek eltérd fontossaggal
birnak, valamint gyakran alkalmazzak gazdasagi
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modellezések sordn, példaul a Fisher-féle piaci
egyensulyprobléma esetén is [1].

Az (1) osszefliggésben leirt feladat megoldhaté-
saganak biztositdsahoz az M matrixnak teljesite-
ni kell bizonyos feltételeket. Ezen feltételek egy
olyan valtozatat vizsgdljuk meg, melyben az M
matrix P'(k)-tulajdonsagi. Egy M matrixrdl ak-
kor mondjuk, hogy P’(k)-tulajdonsagu, ha létezik
olyan k nem negativ valds szam, amelyre tetsz6-
leges x € R™ vektor esetén fenndll az aldbbi egyen-
16tlenség:

(1+4K)Y,
ahol

x;(Mx), = 0,

ier, Xi(MX); +X5c
I={1,2,..,n},

I, ={iel: x;,(Mx), = 0} és

I ={iel: x,(Mx), < 0}.

A feladat megolddsara bels6pontos algoritmust
fogunk alkalmazni. Sziikségiink lesz néhany jelo-
lésre. Az R", jel6li a nem negativ valds n-dimenzi-
0s szamok halmazat, mig RY, | a pozitivokét. Az F
fogja megadni a megengedett megolddsok halma-
zat, mig az F° halmaz a szigoruan megengedett
parokat tartalmazza:

F={xs) e RT xR, : -Mx +s=q},

Fo={(x,9) e R}, xRY, : -Mx +s=q}.

Ezenkivil adott (x°, s% € F° esetén meghaté-
rozzuk a sulyozott utat egy te[0,1] paraméter
figgvényében. Ennek érdekében vezessik be az
alabbi jelolést:

w®)=QQ-0w + tx0s° @)

Ha az (1) rendszerben a sulyvektort helyette-
sitjik az el6z6ekben megadott w(t) kifejezéssel,
akkor egy olyan megoldhatd rendszert kapunk,
amely meghatdrozza a sulyozott centralis utat:

-Mx+s=q,
xs = w(d), 3)
Xx,s = 0.

Ha M egy P’(x)-matrix és F+@, akkor a fenti
paraméterezett egyenletrendszernek barmilyen
te[0,1] paraméterre egyértelmii megoldadsa van,
melyet (x(t), s(t))-vel jelolink. Ezen megoldasok
halmaza fogja megadni a feladathoz rendelt su-
lyozott centrélis utat.

Ha Newton modszerét alkalmazzuk a (3) egyen-
letrendszerre, az aldbbi rendszert kapjuk:

—M Ax + As =0,

SAX + xAs = w(t)—xs, “4)
amelyb6l meghatarozhatdak a keresési irdnyok.
A tovabbiakban bevezetjiik a v = uf”é)
ciavektort, amelyet a sulyozott centrdlis uttdl valo
eltérés mértékének meghatdrozdsara haszndlha-
tunk.

varian-

A feladat megoldasara a magfliggvényen ala-
puld belsépontos algoritmusok mddszerét fogjuk
haszndlni. Egy ¢ fliggvényt magfliggvénynek ne-
veziink, ha teljesiti az alabbi feltételeket:

Y: R, ,— R, kétszer folytonosan differencialha-
6, (D) =1'(1)=0 és " () > 0 minden ¢t > 0 ese-
tén. Egy adott magfiiggvényre a hozza kapcsolodo
v: R%, - R, barrierfiiggvényt az aldbbi médon
definialjuk:

Pv) = T 11»[)(‘)1')‘

Magfiiggvények segitségével megadhato a kere-
sési iranyok rendszere:

—MAx+As =0,

SAX 4+ xAs = —w(t) vV P(v). (5)

Eszrevehetd, hogy a i)(t) = -1 —log(t) logarit-
mikus magfiiggvényt haszndlva az (5) rendszer-
ben, visszakapjuk az eredeti (4) egyenletrend-
szert, melyet a Newton-mddszer alkalmazdasaval
kaptunk. 9 _

A tovébbiakban a (=L 2_1 +1 1271 - t;l
magfiggvényt fogjuk haszndlni a keresési ira-
nyok meghatdrozaséra. Erre vonatkozo részletes
elméleti elemzést a Chi, Wang és Lesaja [3] altal
publikalt cikkben taldlunk.

2. Elméleti algoritmus

A [3] cikkben bevezetett elméleti algoritmust
mutatjuk be, majd ezt kévetfen az implementdcio
szempontjabodl elvégzett mddositasokat targyal-
juk. Az algoritmus bizonyos 1épéseit kiilon fligg-
vényekkel adjuk meg. A keresési iranyok megha-
tarozasa érdekében behelyettesitjiik a 1 magfligg-
vényt az (5) linedris egyenletrendszer jobb olda-
14n szerepl§ kifejezésbe, ezt kovetden megoldjuk
a rendszert, és visszatéritjik a kapott irdnyokat.
Ezeket a kovetkez6 fiiggvénnyel végezzik:

function keresésilrany (x, s, t)
begin
Megoldjuk az (5) egyenletrendszert.
return (Ax, As);
end.

A teljes Newton-lépés végrehajtasa érdekében
az aktudlis pontokhoz hozzdadjuk a keresési ira-
nyokat:

function teljesNewtonLépés (x, s, Ax, As)
begin

return (x, s) + (Ax, As);
end.

A sulyozott centralis utat meghataroz6 paramé-
ter frissitését az alabbi fliggvénnyel végezhetjiik:
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function frissitThetaSegitségével (¢, 0)
begin

return (1-0)¢;
end.

Mindezeket felhasznalva az aldbbi médon adha-
to meg az elméleti algoritmus.

1. algoritmus (Chi, Wang és Lesaja [3])

Adott az (X%, s°) € F° vektorpdr, amelyre x°s® > w.
Legyen € > 0 a pontossagi paraméter.

Legyen 0= a frissitési paraméter, ahol

y = min(w), B =|x°s°—w|.
Legyen T > 0 a kiisz6bparameéter.
Legyen t° = 1, ugy, hogy § (x°, s%; t% <1, ahol

x=x%s=5%t=tY
while || xs—w| >¢e do
begin
(Ax, As)= keresésilrany (X, s, t);
(x, s) = teljesNewtonLépés (x, s, Ax, As);
t = frissitThetaSegitségével(t, 0);
end.
A hatékony megvalositas érdekében az 1. algo-
ritmuson szamos maodositast végeztiink.

3. Mddositott algoritmus

Mivel az algoritmus iterdciéi sordn megtortén-
het, hogy nem megengedett pontba jutunk, beve-
zetjik az

= -Mx+s—q
hibavektort. A keresési irdnyokat az (5) rendszer
helyett az aldbbi modositott rendszer segitségével
adjuk meg:

—M AX + As = Ty

SAX + XAs = —w(t) vV P(v). (6)
Az ehhez rendelt fiiggvény pedig a kovetkez6:

function mddositottKeresésilrany (x, s, t)
begin
r, = —Mx+s—gq;
Megoldjuk a (6) egyenletrendszert.
return (Ax, As);
end.

Nem teljes Newton-lépéssel 1épiink tovdbb a
kovetkezd pontra, hanem egy a valtozoban Kki-
szamoljuk a maximalis 1épést a hatarig, majd ezt
csokkentjik egy pe (0, 1) tényezd segitségével:

function NewtonLépés (x, s, Ax, As, p)
begin

return (x, s) + pa(Ax, As);
end.

A t paraméter csokkentése érdekében két madd-
szert valodsitottunk meg. Az els6 megegyezik az
elméleti algoritmusban megadott vdaltozattal,
amely a 0 segitségével csokkenti a t értékét:

function frissitParaméter(t, 6, x, s, ()
begin

return frissitThetaSegitségével (t, 0);
end.

A masodik varidns a [4] cikkben bevezetett
maddszer segitségével frissiti a t paramétert, egy
(€ (0,1] skalazasi tényez6t felhaszndlva:

function frissitParaméter(t, 6, x, s, {)
begin
return frissitZetaSegitségével (x, s, {);
end
function frissitZetaSegitségével (x, s, ()
begin
return ;
end.
Feltételezve, hogy x°s®#w, megdllapithatjuk,
hogy a fenti kifejezés nevezdje nem lehet 0. A to-
vabbiakban bemutatjuk a mddositott algoritmust.

2. algoritmus. Adott az (x°, s°) € F° pontpar ugy,
hogy x°s°> w, x0s%= w.
Legyen € > 0 a pontossagi paraméter. Tovabba
0€(0, 1), illetve {e (0, 1] frissitési paraméterek.
Legyen p€ (0, 1) a 1épés skaldzasi paramétere.
0=1,x=x%s=5%t=1t9
while ||xs-w|>e do
begin
(Ax,As) = modositottKeresésilrany (x, s, t);
(x, ) = NewtonLépés (x, s, Ax, As, p);
t = frissitParaméter(t, 6, x, s, {);
end.
A fenti algoritmust felhaszndlva, kiiléonb6z6 nu-
merikus eredményeket mutatunk be.

4. Numerikus eredmények

Az el6bbiekben bemutatott algoritmus Python
programozasi nyelven Kkerilt implementdlasra,
felhaszndlva a NumPy konyvtarat a linedris al-
gebrai miveletek elvégzéséhez. Minden futtatds
soran az
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Csizmadia-matrixot [5] hasznaltuk, amelyre a [6]
cikkben igazoltdk, hogy n >4 esetén k = 22"8—0.25.
Ennek a matrixnak azért van nagyon fontos sze-
repe a P’(k)-WLCP vizsgalatdban, mert a k érték
a feladat mérete fliggvényében exponencidlisan
novekszik.

Azt is feltételeztik, hogy q = [0, 1, ..., n—1]". To-
vabbé az x=s"=e kezdeti értékekkel dolgoztunk,
ahol e a csupa egyesekbdl all6 n-dimenziés vek-
tor. Figyeljiik meg, hogy ebben az esetben fennall
az (x%,s% e FOfeltétel.

Az x°s® > w egyenlétlenség teljesitése érdekében
a w sulyvektor értékeit véletlenszertien generalt,
egynél kisebb valds pozitiv szamoknak valasztot-
tuk. Mivel tobb szempontbdl megvizsgaltuk az
algoritmust, ezért killonb6z6 megszoritasok mel-
lett generaltuk a w elemeit. Tovdbba az e=1075,
p=0.9 értékeket hasznaltuk. Ami a 0 paramétert
illeti, az elméleti szinten meghatarozott ér-
téknél nagyobbakat is megvizsgdaltuk, az aldbbi
halmazbdl:

0e{ , 1075, 1075, 1074, 103, 0.01, 0.0, ..., 0.1,

0.2, ..., 0.9}.

Azt tapasztaltuk, hogy altaldban a 6 ndovelése
esetén is helyes eredményt kapunk, az algorit-
mus pedig gyorsabban konvergdl a megoldashoz.
Ennek érdekében a 4x4-es Csizmadia-méatrix
esetén tekintsiik a kapott iterdciészamokat, illet-
ve CPU-id6ket mdasodpercben kifejezve. A futta-
tdsokhoz egy Intel Core i5-1035G1 processzorral
és 8 GB RAM-mal rendelkez6 gépet haszndltunk,
Windows 10 operacids rendszer alatt, Python
3.11.6-0s kornyezetben (1. tablazat).

A kovetkez§ tablazatban a kilonbozd 0 érté-
kekre kapott minimadlis iterdcidszamot mutatjuk

1. tablazat. Az iterdcidszdam 0 fiiggvényében.

() Iteraciészam CPU

0.1 139 0.0156
0.01 1445 0.0625
1073 14498 0.7031
1074 145029 6.8281
1075 1450342 107.3906
1076 14503470 1035.1250
=3.86-1077 37573477 3006.2031

be a dimenzi6 fiiggvényében. Lathato, hogy a di-
menzié novekedésével linedrisan nd a minimalis
iterdciészam. Az utolsé sorban feltiintettiik, hogy
mely 6 értéktdl kezdve kapjuk ezt a minimalis
iterdciészamot. Megallapithatd, hogy a nagyobb
dimenziok esetében az iterdciészam nem minden
esetben csokkenthetd a 0 értékének novelésével
(2. tablazat).

A tovabbi eredményeket azzal az implementaci-
6val kaptuk, melyben a t paraméter csokkentését
egy ( skaldr segitségével végezzik. Ennek a mdd-
szernek a segitségével is hasonld eredményeket
értiink el a 2. algoritmus iterdciészamat tekintve
(1. abra).

A 2. abra az n=10, (=0.1 esetben azt hivatott
bemutatni, hogy a sulyvektor kiilénb6z8 interval-
lumokba valo kategorizaldsa hogyan befolyésol-
ja a megoldasban szerepld s értékeket. Tudjuk,
hogy ha a sulyvektor nulla, akkor visszakapjuk
az s vektorban a q vektor altal reprezentdlt no-
vekvlO természetes szamokat. Abban az esetben,
ha a w értékei nulldhoz kozeli intervallumba es-

2. tablazat. Minimadlis iterdciészdm a dimenzid fiigg-
vényében, ahol D a dimenzidt és I a mini-
madlis iterdciészdamot jeloli.

D 20 |30 |40 |50 |100 |200 |300 |400 |500
I (18 |22 |26 |29 |48 |84 |121 |158 |195
® 07 |06 |05 |05 (03 |0.2 |0.2 |0.2 |0.09
1. abra. Az iterdcidszdm ( fiiggvényében
8 2
i o w
56 ! [0.0,0.01]
: [0.04,0.05]
4 A 0.1,0.2]
A +— [0.9,1.0]
2 ) 2 . . .
//y > o *> *> +
% 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2. dbra. Az s vektor értékei a stulyvektor fiiggvényében
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3. abra. Az x vektor értékei a stilyvektor fiiggvényében

nek, megkapjuk a q vektor kozelit6 értékeit. Ha a
sulyvektor értékei szdmadara olyan intervallumot
valasztunk, melynek elemei a nullatél tavolabb
esnek, akkor az s értékei is eltolodnak.

Ez a tendencia fellelhetd az x esetében is, viszont
ennek a vektornak az elemei nulldhoz konvergdl-
nak, ha a sulyvektor értékeit nulldhoz kozelebbi-
nek valasztjuk (3. abra).

5. Kovetkeztetések

A Chi, Wang és Lesaja [3] altal publikdlt mag-
fuggvényre alapozott belsépontos algoritmust
modositottuk a P*(x)-WLCP hatékony megoldasa
érdekében. A sulyozott centrdlis utat meghata-
rozé paraméter csokkentésére vonatkozdéan két
valtozatot vizsgaltunk. Az altalunk fejlesztett Py-
thon-kddot felhaszndlva kilénb6z6 numerikus
eredményeket mutattunk be.
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