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Abstract

Manufacturing cylindrical gears with curved teeth is motivated by the purpose of increasing the load
capacity. It is demonstrated that pairing of concave and convex tooth flanks leads to significant in-
creasing of the bearing capacity of gear pair. The peculiar aspects of the kinematics regarding the gen-
erating of the curved teeth of the cylindrical gear cannot be described using the bi-parametrical mesh-
ing model. This drawback was eliminated through the model of the pulsating generating rack. Just
solving the equation of gearing isn’t sufficient, because the phenomenon of ante- and post-trimming
cannot be identified through that. This aspects can be handled analyzing the relative kinematics at the
level of the cutting edge. The study of the real generating surfaces is difficult due to the rugged distri-
bution of the generating surfaces.

This paper presents the mathematical model of an alternative solution. The peculiarity of the proposed
method consists in focusing on the repartition of the curves- resulted as traces of the cutting edge when
this traverses a family of parallel planes disposed perpendicular to the gear’s axis. Through this the
spatial meshing will be reduced to n parallel plain curve meshing processes.

Keywords: Cylindrical gear, spiral, meshing, family of curves.

Osszefoglalas

A gorbe vonalt hengeres fogaskerekek eléallitasanak célja a terhelhet6ség névelése. Bizonyitott tény,
hogy a konvex-konkav kapcsolddo fogfeliilet-parositas a terhelhetdség jelentos novelését eredményezi.
A kozleményben szerepld fogaskerék lefejtés-kinematikajanak sajatos aspektusai a kétparaméteres
burkolas modelljével nem irhatok le, ezért bevezettilk a pulzald fogasléc modelljét. A kapcsolodasi
egyenlet megoldasa nem elegendd, ugyanis ki kell zarni az el6-, illetve az utolenyesés jelenségét. Ez a
relativ mozgas vagoélszintre lehozott kinematikdjanak részletes elemzésével valosul meg. A valos
generalo feliiletek eloszlasa annyira egyenetlen, hogy a burkolas tanulmanyozéasa nehézkessé valik.

Jelen kozleményben az elébb jelzett hatrany kikiiszobolésére kidolgozott alternativ modszer matema-
tikai modelljét mutatjuk be. A mddszer sajatossaga abban all, hogy a burkolt kerék tengelyére merdle-
ges sikokban keletkezd gorbeseregek relativ elhelyezkedését vizsgaljuk.

Kulcsszavak: hengeres fogaskerék, spiralis, burkolas, gérbesereg

153




Maté Marton, Hollanda Dénes

1. A fogazat lefejtésének elve

Az Arkhimédész-féle spiralis fogirany
vonalil hengeres fogaskerekek alternativat
jelentenck az ismert Wildhaber—Novikov
tipusii egyenes vagy ferde fogli hengeres
fogaskerekekre. A célunk létrehozni olyan,
helyesen kapcsolodo kiilsd, hengeres hajto-
part, amely az erdatadast konvex-konkav
fogoldalak kozott valdsitia meg. A
Wildhaber—Novikov-fogazat a fogprofil
magassagaban konvex-konkav, és igen ér-
zékeny a tengelytdv-modositasra [3,4]. A
javasolt hajtopar esetében a fogoldalak
konvex-konkav jellege az Arkhimédész-féle
spiralis vezérgdrbe miatt alakul ki. A lefej-
tés elméletileg egyetlen szarmaztatofelii-
lettel torténik, Olivier elsé fogazasi mod-
szere szerint [1]. A tangencialis el6tolasos
lefejtés elvét az 1. abran szemléltettiik. A
lefejtd szerszam egy Z,=3 késcsoportbol

allo, egyenként 3-5 kést tartalmazd, az
,.Oerlikon”-féle mardfejekhez igen hasonld
felépitésti, a kések mikron pontossagu radi-
alis allitasat megengedd mardfej. A késpro-
filok kozéppontjai (az osztdévonal és a fog-
profil szimmetriavonalanak metszéspontja)
Arkhimédész-féle spiralis  vezérgorbére
illeszkednek. Az 1. dbra als6 vazlata a fe-
liilnézet, ahol jol lathaté a 3 Arkhimédész-
féle spirdlis iv. A szerszam forgédsa miatt
ennek tengelysikjaban egy pulzalo fogasléc
jon Iétre [9,10], melynek elmozdulasat két
szuperponalt mozgas adja: az elsd, gyors
mozgas a spiralis hatdsa miatt jon 1étre, €s
addig tart, ameddig a vizsgalt késcsoport
része a fogaskereket hatarolo, ennek tenge-
lyére merdleges sikok kozott talalhato —
vagyis attol a pillanattol, hogy a késcsoport
els6 kése begordiil, az utolso pedig kigordiil
az emlitett sikok koziil. Az 1. abran a vir-
tualis fogaslécszelvényt a fogaskereket szé-
lességében felezd sikban szemléltetjiik.
Mivel ez a mozgas terjedelmében igen ro-
vid, a léc nem képes ,,befutni” akkora tavot,
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hogy a teljes fogaskerék-fogprofillal kap-
csoljon.

1. abra. A4 tangencidlis eldtolasos fogazat-
lefejtés elve

Ezen tangencialis el6tolassal segitiink,
vagyis a szerszam tengelye sugariranyban
elmozdul. A fogaskerék ekdzben sajat ten-
gelye koriil allandd szogsebességli forgo-
mozgast végez, aminek kovetkeztében a
gorbiilt fogh, de szabalyos profilti fogasléc
kigeneralja a fogarkot.

A fogarokban egyszerre egy késcsoport
dolgozik, vagyis a kerék egy szogosztasnyi
elforduldsara a marofej 2z /Z, értéki koz-

ponti szoggel fordul el. Miutan a fogaske-
rék vizsgalt fogarka ismét lefejtési helyzet-
be keriil, a maro6fej valamelyik késcsoportja
a tangencialis el6tolas hatasara mar eldre-
tolt helyzetben talalhato, igy a pulzalas (a
gyors mozgas) a fogaskerék tengelyéhez
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feliiletsereg elosztasat jellemzé aspektusarol

mar kozelebb torténik. Az elobb ismertetett
geometriai sajatossagok alapjan kijelenthet-
jik, hogy a lefejtés diszkrét, egymas utan
kovetkezd fogasléc-fogaskerék kapcsolo-
dasi helyzetekbdl mint kiindulé helyzetbdl
kezd6do, részleges legordiilések halmaza-
ként foghato fel.

A modszer egy korabbi valtozata radia-
lis behatolassal megvalositott [2]. Ennél a
valtozatnal a  szerszdm inkdbb a
,Mammano”-féle mardéhoz hasonlit. A tan-
gencialis eldtolasos modszer tobb hordkép-
lokalizacids lehetOséget rejt, és nagyobb
varhato termelékenységet igér.

Mind a radialis behatolassal torténd le-
fejtés, mind a tangencialis eldtolasos mod-
szer esetében nemcsak a szerszam felépi-
tésébol szarmazd elényds foggorbiilet-
kialakitast (a kések radialis elmozditasa),
hanem a fogasléc egyenes profilja adta alta-
lanos fogazasi lehet6ségeket is hatékonyan
ki lehet hasznalni a hordkép kialakitasara
[6].

A burkolashoz sziikséges kapcsolodasi
egyenletet kétparaméteres vagy egypara-
méteres burkolasként is fel lehet irni [1, 5].
A numerikus kiértékelés soran a [7,8]-ban
is emlitett modszerekhez hasonldé modszert
alkalmaztunk.

A kapcsolodasi egyenlet kimutatja a
kapcsolodasi pontokat adott pillanatban,
adott helyen, és emellett a szingularis pon-
tokat is. Azt azonban nem mutatja ki, hogy
a kapcsolodasi egyenletet kielégitd feliilet-
pont meg is marad. Lehetséges, hogy az
adott pontot a szerszam mar azel6tt lesodor-
ja, hogy wvalésan kapcsolodna (el6-
lenyesés), vagy pedig a mar kigeneralt pon-
tot egy ujabb pulzalaskor forgacsba sopri
(utdlenyesés).

A generalés elméleti alapjat a folytonos,
azaz végteleniil sok vagoélet tartalmazo
szerszamfogcsoport adja. A valdsagban
azonban a fogcsoportnak véges szamu (3-5)
tagja van, igy a valés szarmaztato feliilet-
sereget az egyes kések élei irjak le a fogas-
kerékhez viszonyitott relativ mozgas soran.

A valds feliiletsereg végtelenitéséhez felté-
telezni kell, hogy a tangencialis el6tolas
értéke a nulla felé tart, igy mindenik késél
egyszerli végtelenségnyi felilletet ir le. A
burkolofelillet z, végtelenségnyi feliiletnek

burkolojaként keletkezik. A kérdés az, hogy
az i-edik végtelenségnyi feliiletsereg burko-
16ja metszi-e, avagy kiegésziti a j-edik felii-
letsereg burkoldjat. A feliiletek vizualizala-
sa ramutatott arra, hogy elhelyezkedésiik és
alakjuk erbsen fiigg a virtualis 1éc és a fo-
gaskerék relativ helyzetétél. A konnyebb
atlathatosag végett a burkolast a fogaskerék
tengelyére merdleges, véges szamu siksze-
letben tanulmanyozzuk, majd pedig az
egyes szeletekben keletkezd burkologor-
békre irjuk fel a fogazatot kielégité modon
kozelitd spline-fogfeliiletet.

2. A késcsoport felépitése

A jelen elemzésben Z, =3 késcsopor-
tos és csoportonként z, =5 betétkéses ma-

rofejet tekintiink, amelyik egyetlen fog-
arokban dolgozik. Az ellenkereket meg-
munkal6 szerszam értelemszertien [1, 5] a
fogaskerék fogat oleli koriil. Tehat a kon-
kav és konvex oldalak kései két, egymas
utan kovetkezo fogarokban fognak dolgoz-
ni.

A kések profilja elméletileg a generald
fogasléc profiljaval és méreteivel megegye-
z0. A valosagban a csoport elsé kése a
nagyolokes, tehat mindkét €le aktiv, mig a
csoport tobbi kése felvaltva vag a konkav,
illetve a konvex fogéarokoldalon. Feltéte-
lezziik, hogy a késcsoport szamara kijelolt
kdzponti szdgtartomany valamivel kisebb,
mint az elméleti felosztas:

Wy = 27 _ 5, =(0.8 —0,85)2—”
Z, Z, (1)

A tartomanyon beliil a kések egyenlete-
sen vannak felosztva, tehat az osztas értéke
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= (z_goji
Z, Zg 2)
A kések indexei sorban
ie{-2;-1,0;1;2} 3)

A nulla indexii kés a referenciakés, mi-
vel a referenciahelyzetet — a késcsoport
kozepét foglalja el. A kések tajolopontja a
generald fogaslécprofil osztévonali szaka-
szanak kozéppontja. A referenciakés tajo-
l6pontja és a mardfej tengelye kozotti tavol-
sag a mard R, névleges sugara, ami a gorbe
fogazat névleges gorbiileti sugara is egyben.

A késcsoportok kései egyenld szogta-

volsagra elhelyezett Arkhimédész-féle spi-
ralis vezérgorbén illeszkednek. A spiralis

emelkedése Zy -szor nagyobb, mint a fo-
gasléc osztasa, igy a vezérspiralis polar-
egyenlete a kovetkezo lesz:

—
P 4

A késcsoport késeinek beallitasi sugarai
az i index alapjan, a (2), (3) és (4) képletek
figyelembevételével:

pi:Rs+iTpsp (5)

3. Az alkalmazott koordinata-
rendszerek.

A matematikai modellt a kovetkezd ko-
ordinata-rendszerek definialasaval alapoz-
zuk (2. abra): Sy(x,y,2,) az éallvanyhoz
kotott, allo rendszer, S, (x, yszs) a szer-
szamhoz kotott, Sl(x1 ylzl) pedig a foga-
zando kerékhez kotott koordinata-rendszer.
Ezeken kiviil mindegyik kés elméleti profil-

jéhoz csatoljuk az 5> (xzy 222) koordinata-
rendszert.
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2. abra. Az alkalmazott koordindta-rendszerek

A fogaskerék Y171 osztosikja és a rogzi-
tett rendszer

’
0,0P egyenes a virtudlis léc osztévonala.
Az ezzel parhuzamos vonal a gordiilévonal,
a kozottik levo tavolsag pedig értelemsze-

XoZy sikja egybeesik. Az

rlien az mg profileltolas. P a virtualis léc-
kerékhajtas pdlusa. A fogaskerék Pr le-
gordiilési szogének nulla értékére a “1 ten-

gely athalad a P poluson (! -gal jeldltiik).
A virtualis l1écfogaskerék teljes legordiilé-
sének megfeleld szélsé szogértékeket egy-
szerli evolvens geometriai Osszefliggések-

b6l szamitjuk, # € o022,

Az elkdvetkezd szamitasok kezelését
megkonnyiti, ha a legordiilési szog hatarér-
tékeit abszolut értékként kezeljik. Adott
legordiilési helyzetet a 0 paraméter segitsé-

gével definidlunk, oe [O,(p“ +¢12]. A le-
fejtés adott késcsoport esetében akkor kez-
dadik el, amikor a késcsoport legelsd (i =—2
indexil) késének O, profilkézpontja benne
van a fogaskerék fels6, y, = B/2 hatarsik-
jaban. Az Oy és O origdk tavolsaga a fog-
arokba val6 tjabb belépés pillanataban
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OSO(Q)Z Vd1(¢11 _'9) (6)

A tangencialis el6tolas paraméterét s*-
gal jeloljik, ami az egységnyi szerszam-
szogelfordulésra esé eltolas értékét jelenti.

Az egyes sikokban jelentkez6 nyomgor-
bék meghatarozasdhoz ismerniink kell az

i . AT
Is  szerszam-munkadarab attételi aranyt.

Ezt a virtualis hajtas kapcsolodasi feltételé-
bdl irjuk fel, a szogsebességek felhasznala-
saval:

.
( +s )a) =r, W
Psp s = "1™l ahonnan

Z, 2s°
=L =204 = 7)

(o3 Zy mz

3. Anyomgorbék altalanos egyen-
letei

3.1 A nyomgorbeképzés geometriaja
Feltételezziik, hogy a kések élei a maro-
fej forgastengelyén athaladd sikokban il-
leszkednek. Konnyen belathatd, hogy ez
esetben csak az Y, =0 kozponti sikba ér-
kezik egyidejlileg a vizsgalt €l dsszes pont-
ja. Az « lécprofilszognek koszonhetden

az ¢l kiilonbozdé pontjai az eldbbitdl eltérd
sikokba egymashoz viszonyitva késéssel
érkeznek, mikozben a szerszdm halad. A
modell akkor hatékony, ha az egyes szele-
tekben képz6do gorbék kozotti tavolsagokat
is ki tudja fejezni, hogy a késobbiekben a
burkolt feliilet sikszeleteit helyesen lehes-
sen tajolni. Emiatt a (6) egyenlette]l meg-
adott tengelytavolsag adott € -ra akkor ér-
vényes, amikor a késcsoport legelsé p_,

sugari késének O, profilkdzpontja az

v = B/2 sikba jutott. Az i indexil kés pro-
filkozpontjanak  sugara ehhez  képest
(2+i)z- szognyi késéssel jut el az elsd kés
induld helyzetébe. A levezetésekben szog-
kompenzacidkat kell alkalmaznunk, egy-

részt a kések referenciasugarainak kiilonb-
sége, masrészt a kivalasztott sik helyzete

fliggvényében. Négy esetet tanulmanyo-

zunk:

— a konkadv oldali ¢él és a pozitiv
feltérben levo sik helyzete (3. abra);

— a konkdv oldali ¢l és a negativ
féltérben levo sik helyzete (4. abra);

— a konvex oldali él és a pozitiv
féltérben levo sik helyzete (5. abra);

— a konvex oldali él és a negativ
féltérben levo sik helyezte (6. abra).

3.1.1 Az i-edik konkdv oldali él pozitiv
féltérbeli sikba generdlt gérbéjének
szégparamétere

A geometriai viszonyokat a 3. abran
szemléltettiik. A szerszam koordinata-rend-
szer origodjat O: -gal jeldljiik, mivel az el-
fordulasi szdgek vizsgalatakor a tangencia-
lis eldtolast leallitjuk. A valodsagban a szer-
szamkdzpont elmozdul a tangencialis eléto-
las és az elfordulési sz0g szorzatdnak érté-

kével. A kivalasztott élpont tdvolsidga a

szerszamtengelyt6l az u paraméter fliggvé-

nye:

P = p, +%+utgao ()

Az 0!0%)s, 0TQ ¢ O'MP ha-
romszogek segitségével felirjuk a konkav
szerszamél kivalasztott M pontjanak a pozi-
tiv u, paraméterrel tajolt sikba keriiléséhez

sziikséges elfordulast:
—aresin—a— +
2p- 2p)

+(i+2)z-

&li;u,;u) = arcsin

)

A (8) és (9) egyenletek egyiittes vizsga-
latabol kovetkezik, hogy az él behatolasa a
sikba az élcsuccsal kezddédik, és fokozato-
san halad az ¢élt6 felé, tehat a (9) sz6g no-
vekszik az u paraméterrel,

ue [_ (hOa +CO)m’h0am]
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4
o L _ N N _A\M |
~~
m%
A
o5 Q Pl 0o
P-2
pi

W

3. abra. Konkav oldali nyomgorbe generdlasa,
ha u; >0

3.1.2 Az i-edik konkdv oldali él negativ
féltérbeli sikba generdlt gérbéjének
szégparamétere

A levezetés az elébbi pontban bemuta-
totthoz hasonld. A geometriai viszonyokat a

4.4bran szemléltettik. Az 0 0{?)s,
O:T O és O:PM " haromszogek segitségé-
vel felirjuk a p; sugarnak az O:Oé‘z) irany-
ra vald keriilése és a vizsgalt M pont
y=u;,u; <0 sikba érése kozott letelt el-
fordulas szogét:

. B
—arcsin——+
2p., 20, (10)

w(i;u,;u) = arcsin

. 7
+arcsin 2 + arcsm;im

Ha a (10) kifejezéshez hozzaadjuk az i-
edik ¢él és az elsd ¢l kozotti szoget, akkor a
(9) egyenlettel formalisan azonos egyenletet
kapunk. Megfigyelhetd, hogy ez esetben az
elsé élpont, amelyik a vizsgalt sikba ér, az
¢l topontja, tehat az athaladas az élcstcs
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felé torténik, vagyis az élpont sugaranak
csokkenésével. Ez esetben a kérdéses pont a
gyartott fogaskerék tengelyétdl tavolodik.

\\ Oz(i)/
y -~
0.0\
>i+2)t
0.2 AY,

A
Q]
~
[20]

v 0] sl |0 .
5 i P-2 o Xo
J AN SR NNy e

pi M

W

4. abra. Konkav oldali nyomgérbe generdldsa,
ha u; <0

3.1.3 Az i-edik konvex oldali él dltal gene-
rdlt gorbe szogparamétere

A konvex ¢l altal generalt gorbe szogpa-
ramétereit az 5. és 6. abrakon szemléltet-
tiik. A szamitasokat az elébbiekben bemuta-
tott modon végezziik el.

A vizsgalt M pont sugarat a

pl.(M):p[—(mTﬂ--l-utgao) (11)

képlettel szamitjuk.

3.2 A nyomgorbék altalanos egyenle-
tei az Sy koordinata-rendszerben

A 3-6 abrakbol észre lehet venni, hogy
a vizsgalt M pont tavolsaga a szerszam ori-
gotdl az x tengely mentén a
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pi

L B/2
w
|
|
i
] S
:e
i
B

0,.*>TPS

5. abra. Konvex oldali nyomgérbe generdlasa,
ha u; >0

00"

P-2

@+2)7 \ 0,2 AYo

B/2

Os"

U

6. abra. Konvex oldali nyomgdrbe generdldsa,

ha u; <0
A0 =l F (12
képlettel szamithat6. Figyelembe véve,

hogy a szerszamorigé kozeledik az allo
rendszer origojahoz, valamint azt, hogy a z
irdny mentén a vizsgalt pont nem mozdul,

felirhatok a nyomgorbe allo rendszerbeli
parametrikus egyenletei:

Xo(isuy3u)==r (o1, —‘9)+5*5(i;”1;”)+A(iM)
Yo(i;ul;u):u1
Zo(i;ul;u):u

(13)

3.2 A nyomgorbék altalanos egyenle-

tei a fogaskerékhez kotott koor-
dinata-rendszerben

A fogaskerék koordinata-rendszere a
szerszamfej &(i;up;u) szoggel valé elfordu-

lasara ilsg(i;ul;u) szoggel fordul el. Az 1.
abrat figyelembe véve, az S, rendszer x
tengelyének és az X, irdnynak a pillanat-
nyi szoge

oy =y, —0—iyelisugu) (14)

Az S,-bol az §; -be az alabbi koordina-
ta transzformaciot alkalmazzuk:

r=Mpr,,
coso; 0 sinoy E|
SV R B B (13)
0 —sino; 0 coso; E,
0 0 0 1

Az E|,E, kifejezések a kovetkezOk:

E, =-R, 'cos o+ (rd1 + mef)sin o, (16)
E, =R sino, + (”d1 + m(f)cos o
A (13), (14), (15) és (16) képletek egy-
bevetésével fel lehet imi a valos
szerszamélek altal hagyott nyomgorbéket a
fogaskerék tengelyére merdleges sikokban.

4, Kovetkeztetések

A bemutatott modellen az (1)... (16)
képletek a fogprofil kdzéppontjahoz viszo-
nyitjak a nyomgorbék helyzetét, ennek ko-
vetkeztében az egyes sikokban keletkezett

159




Maté Marton, Hollanda Dénes

profilok egymashoz viszonyitott tavolsaga
és helyzete nem torzul.

Az all6 koordinata-rendszerben leveze-
tett parametrikus egyenletek a virtualis fo-
gasléc sikszelvényeit burkold véges gorbe-
sereget adjak. Ki lehet mutatni, hogy a €
paraméter valtoztatasaval a léc profilja mo-
dosul.
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