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Abstract

Ilustration plays an important role during education: The Galton board is a suitable tool for illustrating
random processes and explaining probability distributions. We have created this tool in a virtual version,
which facilitates data collection for statistical processing of experimental data and also enables the study of
non-symmetrical distributions. The random processes on the device are simulated, which requires a random
number generator. Since there were some doubts about the software-generated pseudo-random numbers,
we created a true random number generator based on the input noise of microcontrollers.

Keywords: random number generator, Galton board.

Osszefoglalas

Az oktatds sordn fontos szerephez jut a szemléltetés: a véletlen folyamatok szemléltetésére, a valdszintiségi
eloszlasok magyarazatdra a Galton-deszka mutatkozik alkalmas eszkdznek. Mi ezt az eszkozt virtudlis ver-
zidjaban alkottuk meg, ami megkonnyiti a kisérleti eredmények statisztikai feldolgozédsa érdekében végzett
adatgyujtést, és lehetvé teszi a nem-szimmetrikus eloszldsok tanulmdanyozdasat is. Az eszkdzon a véletlen
folyamatokat szimuldljuk, amihez sziikség volt egy véletlenszam-generatorra. Mivel a véletlen szamok szoft-
veres el6allitdsa koril bizonyos kételyek mertiltek fel, egy hardveres véletlenszam-generatort hoztunk létre,
a mikrokontrollerek bemeneti zajara alapozva.

Kulcsszavak: véletlenszam-generdtor, Galton-deszka.

gatok elméleti matematikatuddsa még alapvetd
szinten is hidnyos, és nem is igazan latjak a szuk-
ségességét e hidny pdtlasdnak. A nem mérndki
szakok hallgatdi esetében még rosszabb a helyzet,
e szakokon matematika oktatdsdra nem is Kkertl
sor. Igy az absztrakt gondolkozéasi médot felté-
telez6 témakorok oktatdsdban igencsak fontos
szerephez jut az elvont fogalmakat a valésaghoz
kapcsol6 szemléltet6eszkozok hasznalata [1, 2].
Ilyen pl. a kiilonféle algoritmusok miikodésének a
szemléltetése is, szoftveres és hardveres eszkozok
segitségével. Ennek alapjan sziiletett meg az otlet,

1. Bevezetés

Az egyetemihallgatok oktatdsa soran alapvetd tu-
dast a valdszinliségszamitds és a statisztika targy-
korébdl is at szeretnénk adni. Legaldbb annyit,
amennyi a véletlen jelenségek természetét tisz-
tdzza, és az azokat leiro, gyakorlati hasznu, szam-
szer( Osszefliggéseket ismerteti. Mivel ez a targy-
kor a matematikdhoz tartozik, alapos megértése
és az elmélyult tanulmanyozdsa matematikusi
gondolkozdsi mddot igényel. Innen ered a feladat
teljesitésében a legnagyobb kihivas: a mérnok

gondolkozdsi mddja nem azonos a matematikusé-
val: mig az utébbi a fogalmakat rendszerint nem
koti a valo vildghoz, a mérndk ugyszolvan csak
annak él. A tapasztalat szerint a mérnok hall-

mi szerint a véletlen folyamatok természetének
tisztdzasaban, amit a mennyiségi 0sszefiiggések
megdllapitdsa kovet, a Galton-deszkdra lehetne
Ltdmaszkodni”.
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Sor kertilt tehat egy virtudlis Galton-deszka fej-
lesztésére. A Galton-deszka eredeti verzidjaban
a normal eloszlas illusztralasat szolgdlo eszkoz.
A virtudlis valtozat a lejatszodd természeti je-
lenséget szimuldlja, és ebbe a felhaszndld be tud
avatkozni, igy a normadltdl kilonbozd eloszlast
is szemléltetni lehet vele. A szimuldlas szamitds-
technikai eszkdzok segitségével torténik, mialtal
a jelenség nemcsak megfigyelhetvé valik, hanem
,menet kozben” adatokat is gydjthetiink rola,
amelyeket valamilyen szamitogépes programmal
utolag feldolgozni, elemezni is tudunk.

A virtudlis Galton-deszka véletlen jelenségeket
szimuldl, igy sziikség van egy véletlenszam-gene-
ratorra. Az eddigi tapasztalat azt mutatja, hogy
a szoftveresen, algoritmusokkal el6allitott psze-
udovéletlen szdmokkal val6 munka nem mindig
vezet a vart eredményhez, igy példaul par szaz
egymast kovetd véletlen szdm esetében sem iga-
zan akar mindig 6sszejonni az, hogy azok egyen-
letesen oszlandnak el. Ennek kikiiszobolésére iga-
zi véletlen szamok hardveres eldallitdsat céloztuk
meg, ami a virtudlis Galton-deszka megépitésé-
ben nem jelentett ujabb koltséget, ugyanis az azt
vezérld mikrokontrollerrel valdsitottuk azt meg.
A cikk ennek az otletnek a megvalositasat irja le.

A didaktikai eszkdzt magat a 2022. szeptember
utolsé napjaiban Bécsben tartott, ,25™ Internatio-
nal Conference on Interactive Collaborative Lear-
ning” rendezvényen a ,Didactic Tool for Intuitive
Random Process Visualization” el6addsunkban
mar bemutattuk és publikaltuk. E cikk masodik
része az ott elhangzottak rovid 6sszefoglalasa.

2. Véletlen szamok eloallitasa

A véletlen szamok elédllitdsa a legtobb progra-
mozdi kérnyezetben egyszerd, mert rendszerint
a rendelkezéstinkre all egy e célbdl megirt fiigg-
vény [3], példaul:

—C-ben (igy az Arduino programozasakor) és C++-
ban: rand(), amely egy 0 és RAND_MAX kozotti
egész szamot visszaado fliggvény, ahol a felsd
hatarérték a programozoi kornyezettdl figg, de
garantaltan az legaldbb 32767;

—Visual Basicben: Rnd(), ami egy, a [0, 1) interval-
lumbdl szarmazo véletlen szamot képvisel;

—Excelben RAND(), ami a szintén a [0, 1) interval-
lumbdl szarmazo véletlen szamot ado fiiggvény,
vagy RANDBETWEEN(bottom, top), amely a [bot-
tom, top] intervallumon értelmezett egész vélet-
len szamot visszatéritd fliggvény.

Ezek a fuggvények valamilyen algoritmus alap-
jan allapitjdk meg a soron kovetkezd, névlegesen

egyenletes eloszlasu véletlen szam értékét, ami
miatt azok kiszamitott, tehat nem ténylegesen
véletlen szamok. Ezeket pszeudovéletlennek (al-
véletlennek) nevezik. Gyakorlatilag az egymast
kovet6 szamok véletlennek tlinnek, azonban min-
dig ugyanolyan sorrendben kovetkeznek. Ahhoz,
hogy az ismétl6dés esélyét csokkentsiik, rendsze-
rint megvan a bedllitasi lehet6sége annak, hogy
honnan kezdjtik ,,0lvasni” a sort. Erre van C-ben
a randomSeed(x) fliggvény, Visual Basichen pedig
egy Randomize(x) utasitas, mindkettd a paramé-
terenként megadott szamu, x. tagot allitja be a
sor kezdetének. Nyilvan, ha mindig ugyanazzal a
paraméterrel dolgoznank, akkor mindig ugyanott
kezdddne a sor, igy a szamsort pl. a szamitégép
oraja alapjan kijeldlt helyen vald kezdéssel lehet
véletlenszer(ibbé tenni (a paraméter pl. az éjfél
ota eltelt masodpercek szama).

Amennyiben ténylegesen véletlen szdmra van
szikségink, akkor azt valamilyen fizikai esz-
kozzel tudjuk el6allitani [3]. Ez lehet pl. akar egy
dobdkocka vagy pedig egy hardveres véletlen-
szam-generator. Mikddéstik alapjan nem egy al-
goritmus, hanem valami véletlen lefolyasu fizikai
jelenség all. A kereskedelemben kaphat6 RPG100
integralt &ramkor a 16 bites véletlen szamot a fél-
vezet6k zajara alapozva allitja el6, azonban ezt az
aramkort a szamitégéphez kell illeszteni.

Egyszerlibb és olcsébb megolddst keresvén, a
mikrokontrollerek analég bemenetének zajara
alapozva épitettiik meg a sajat verzionkat, amely
ugyan lassabb a példaként emlitett dramkornél,
de elvileg tetsz6leges felbontasu véletlen szamo-
kat tudunk el6allitani vele.

A megvalositas a barki szdmaéra elérhetd, olcso,
kénnyen programozhat6 és szamitégéphez egy-
szertien csatlakoztathatd mikrokontrolleres Ar-
duino és ESP-fejleszt8lapra alapoz: mi az Arduino
Mega [4] és az ESP32-es [5] verziokat prébaltuk
ki. A kett6 kozotti 1ényeges kiillonbség a sebesség-
ben rejlik: az ESP32-é nagysagrenddel nagyobb.

A miikodési elv a mikrokontroller ,lebegd”, be
nem Kkotott bemeneteinek véletlenszertien ala-
kuld fesziltségének mintavételezésén alapul. A
bemenet allapotdnak egyértelmisitésére daltala-
ban azt egy nagyobb értékd ellendllassal a test-
re, digitdlis bemenetek esetén pedig a pozitiv
tapfesziltségre kotik. Ezek az ellendllasok (,pull
down”, ,pull up”) néhdny esetben a mikrokont-
roller beépitett elemei, amelyeket szoftveresen
lehet engedélyezni, egyébként nekiink kell azt az
dramkorhoz csatlakoztatni. Ahhoz, hogy a beme-
net allapota véletlenszer( legyen, arra nem kell
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rakotni semmit sem, és a belsé pull down/pull up
ellendllast (ha van ilyen) is ki kell iktatnunk.

Ha egy lebegd digitalis bemenetet mintavéte-
leziink, akkor annak allapota véletlenszertien hol
LOW, hol pedig HIGH lesz. Ha pedig egy analdg
bemenetet, akkor a mintavételezett fesziiltség ér-
téke alakul véletleniil a legkisebb és a legnagyobb
lehetséges értékek kozotti tartomanyon.

Mindkét esetben a kapott jel az illet§ bemenet
zajfesziiltségétol fiigg. Hogy mi lenne e zaj forra-
sa, arra tobb magyarazat is 1étezik, valdsziniileg
azok kombindlt hatdsarodl van szo. Az egyik forras
a félvezet6k (meg a vezet6k és a dielektrikumok)
termikus zaja, amelyre a fent emlitett RPG100 in-
tegralt aramkor is alapoz. Egy masik fontos dssze-
tev6 az ,atmoszferikus zaj”, amelyet egy allomas-
ra nem hangolt rddio sistergéseként hallhatéva is
tehetlink. Ez utébbinak tobb dsszetevéje is van,
természeti jelenségekb6l és emberi tevékenység-
bdl fakaddan. Az emberi tevékenységhdl szar-
mazo6 0sszetevdk egy része szabalyos ismétlgdést
mutathat, mint pl. az elektromos hal6zat 50 Hz-es
zaja, igy az nem alakul teljes mértékben véletlen-
szerlen.

A mikrokontrollerek bemeneti zajdnak a har-
madik forrdsa a tapasztalatunk szerint maga a
mikrokontroller és a kériilétte levé aramkor. Igy
az altalunk tesztelt Wemos Lolin32 klon (ami egy
ESP32-re épitett fejlesztélap) 32-es bemenete kife-
jezetten zajos, joval zajosabb a tobbi bemenetnél,
ami vélhet6en valamiféle tervezési hibabol szar-
mazik.

Az Arduino 10 bites, az ESP32 pedig 12 bites
felbontassal mintavételezi az analdég bemenet
fesziiltségét, amelyet egy egész szam formdjaban
olvashatunk le az analogRead() fliggvény segitsé-
gével.

Ha egy anal6g bemenetre nem kotiink ra sem-
mit, akkor a kornyezeti, atmoszferikus zajt anten-
naként felfogd vezetékek hossza minimdlis lesz.
Ekkor a mintavételezett fesziiltség kaotikusan
valtozik, ami a fejleszt6lap elemeinek sajat za-
jatol figg, tehat kevés lesz benne az esetlegesen
szabdlyszerliséget mutaté 0sszetevd. A tapaszta-
lat szerint a zajfeszultség tul lassan valtozik, te-
hat két, egymast kovetd jel nagysaga kozott nincs
nagy kiilonbség. Ha ezt a mintavételezett feszilt-
séget hasznalnank a véletlen szam eldallitasahoz,
akkor az egymast kovetd szamok kozott sem len-
ne nagy a kiloénbség.

Ahhoz, hogy a véletlenszdm-generatorunk tény-
legesen haszndlhato véletlen szdmokat hozzon
létre, a mintavételezd dramkornek (az analdg-di-
gitalis konverternek) azt a hidnyossagat hasznal-

juk fel, mi szerint a mintavételezéssel kapott, a jel

nagysagat ado szam utolsé egy-két bitje még egy

igazan stabil fesziiltség mérésekor is ingadozd,
amivel a zaj esetlegesen szabdlyosan valtozo 6sz-
szetevdit is ki lehet iktatni.

A miikodési elv tehat a kovetkezdképpen algo-
ritmizalhato:

—mintavételezziik a lebeg6 analég bemenetet;

—-megdllapitjuk a kapott digitalis jel utolso egy-két
bitjét;

—ezeket hozzdadjuk egy bitekbdl 4116 sorhoz;

—ha ez a sor mar elég hosszu, akkor azt véletlen
szamként értelmezziik (pl. 16 bittel egy 0 és
65535 kozotti véletlen szamot kapunk).

A C-ben megirt, Arduinéra és ESP32-re alkalma-
zott programunkban, csak az utolsé bit megtarta-

saval, ez a kovetkez6képpen néz ki [6]:

B = byte(analogRead(Pin0) &
0b00000001) |
(byte(analogRead(Pin1) &
0b00000001) << 1) |

(byte(analogRead(Pin7) &
0b00000001) << 7);

ahol analogRead(PinX) az analdég bemenetrol
beolvasott érték, 0b00000001 egy maszk (amely-
nek csak az utolsd bitje 1). Az & mivelettel ezt a
maszkot alkalmazzuk (bitenkénti ,,és”), minek ko-
vetkeztében a beolvasott értéknek csak az utolso
bitjét tartjuk meg (a tobbit nulldzzuk). Ezt a bitet
a << n muvelettel eltoljuk balra (ahol n adja meg
azt, hogy a megtartott bit hova kertiljon), majd az
eredményt egy-byte-os szamma alakitjuk (byte(...)
— erre azért van szlikség, mert az analogRead()
fliggvény &ltal visszatéritett érték nem egybajtos
adat) —, majd a | mdvelettel (bitenkénti ,vagy”)
beillesztjiik a mér 1étrehozott sorba. Az eredmény
egy byte lesz. Ha két-byte-os szamra van sziikség,
akkor azt két byte-bol a B1+256* B2 mivelettel
kapjuk meg.

A véletlen szamok létrehozasanak felgyorsitasa
végett nyolc kilonb6z6 analég bemenetet minta-
vételeziink egyszerre, a nyolc véletlen bit 1étreho-
zadsdhoz.

Ha csak egy véletlen ,igen/nem” adatra van
sziikségink (mint pl. a virtudlis Galton-deszka
megépitésénél), akkor még egyszertibb a dol-
gunk: az analdég bemenetrdl beolvasott egész
érték paros-pdratlan értékét kell figyelniink: a
generalt véletlen szdm a kettdvel vald osztds ma-
radékaként 0 vagy 1.
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3. A hardveres véletlenszam-generator
tesztelése

A tesztelés sordn a program egy ciklusdban
2 egy-byte-os adatot hozunk létre, amelyekbdl egy
0 és 65 535 kozotti egész véletlen szamot szami-
tunk ki. A tapasztalat azt mutatja, hogy a minta-
vételezés utdn egy kis idének el kell telnie ahhoz,
hogy az aramkorok visszadlljanak a nyugalmi
allapotukba, ellenben a kapott mennyiségek nem
alakulnak véletlenszertien. Ha a véletlenszam-ge-
neralast egyetlen bemenet mintavételezésével ol-
danank meg, akkor a két egymast kdvet6 bit meg-
hatdrozdsa kozotti varakozds miatt a folyamat
nagyon lassu lenne. Igy inkdbb nyolc kiilénb6z6
bemenetet mintavételeziink sorban, varakozas
nélkil, remélvén, hogy ezek nincsenek hatdssal
egymasra. A byte-ok (8-8 bit) meghatdrozésa ko-
zOtt egy rovid id6ére megszakitjuk a program futé-
sat. Az igy kapott szdmokbdl 16 384 tagu soroza-
tokat, mintakat allitottunk el6. E mintdk névekvd
sorrendbe rendezésével az 1. dbran lathato grafi-
konokhoz jutottunk.

Azt tapasztaltuk, hogy az egymast kdvetd minta-
vételezések kozotti varakozdas hossza befolyasolja
a nyert adatsor min6ségét. Varakozas nélkil az
adatsorok nagyszdmu zérus értéket tartalmaz-
nak. 2ms vdrakozds mar javit a helyzeten, de
mind az ESP32, mind az Arduino Mega, erésen
nemlinedris viselkedést mutat.

A 10 ms-os vdrakozds madr lényegesen javit a
helyzeten, az Arduino esetében mar elegendének
is tlinik. Az Arduino Orajel-frekvencidja nagysag-

renddel kisebb az ESP-jénél, igy a 10 ms-hoz hoz-
zdadodik a nagyobb ciklusidé miatti késlekedés is.

A 25 ms-os varakozas az ESP32 esetében is jo ko-
zelitéssel linedris mintdhoz vezet.

Az Arduino Mega esetében az 1. abran bemuta-
tott, 25 ms-os varakozassal mintavételezett szam-
sorndl jobb mindséglt is kaptunk (a példaként
bemutatott 10 ms-os minta is jobb anndl); a ko-
vetkez6kben ezt elemeztiik tovabb, két ok miatt:
—mivel a kapott mintdk koziil a gyengébb mind-

ségliek kozé tartozik;

—-mivel a szemléltetGeszkoziinket ezzel az dram-
korrel volt egyszeriibb megépiteni.

Az elemzés sordn kiszamoltuk a minta empiri-
kus atlagat és szorasat: m=32518,35, 0=19234,06.
Mivel a kapott szamok a kivdnalom szerint 0 és
65535 kozott egyenletes eloszlasuak kellene, hogy
legyenek, az elméleti atlag 32767,50, a szoras pe-
dig 18918,32 lenne. Azt tapasztaljuk, hogy ezek
egymashoz elég kozel 4116 szamok.

Kiszamoltuk a minta empirikus eloszlasfiiggvé-
nyét, valamint meghatdroztuk az elméleti elosz-
lasfiiggvénynek a minta tagjaira szamolt értékét.
E két szamsor alapjan Excelben a y? prdébaval
(CHISQ.TEST) elvégeztik az illeszkedésvizsgala-
tot, a visszatéritett érték pedig 1 volt, ami a toké-
letes illeszkedésre utal (pedig lathatjuk, hogy az
nem éppen tokéletes), miszerint igen nagy valo-
szinliséggel allithatjuk azt, hogy a kapott véletlen
szamok egyenletes eloszlasuak.

A gyanusan jo egyezés miatt egy masik, nem-pa-
rametrikus probat is elvégeztiink, a Kolmogorov-

00 12000 14000 16000 18000

1. abra. Novekvé sorrendbe rendezett mintdk.
Fent ESP32, lent Arduino Mega.
Balrél jobbra: 2 ms, 10 ms és 25 ms vdrakozds két mintavétel kozott.
A vizszintes tengelyen a létrehozott véletlen szam sorszdama, a fiiggblegesen annak nagysdga ldthato
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Szmirnov-tesztet. Ez az empirikus és az elméleti
eloszlasfliggvény kozotti legnagyobb eltérés alap-
jan donti el azt, hogy a kett6 azonos eloszldshoz
tartozonak tekinthet6-e, vagy sem. Az eltérés D,
abszolut értékének valtozasat a 2. abra mutatja.

D, legnagyobb értékét egy D, , a meghizhatdsagi
szintt6l és a mintdk szamatol fliggo kritikus érték-
kel kell 6sszehasonlitani: ha az meghaladja a kri-
tikus értéket, akkor az illet6 meghizhat6sagi szint
mellett nem lehet elfogadni azt, hogy a minta az
adott elméleti eloszldssal rendelkezne.

A nem tulsdgosan jo mindségilinek tartott, 16 384
szambol 4ll6 mintank esetében a szokdsos meg-
bizhatdsagi szintek mellett a K-S teszt a y? pro-
béaval ellentmondd eredményre vezetett, vagyis
nem sikeriilt bizonyitani az eloszlds egyenletes
mivoltdt. Azonban ha a K-S tesztet nem a minta
elemeivel meghatdrozott eloszlasfiiggvénnyel,
hanem az intervallumokba csoportositassal ka-
pott hisztogrammal végezziik el, akkor az is pozi-
tiv eredményhez vezet.

41

Ellendrzésképpen ugyanezeket a szdmitdsokat
Excelben generalt pszeudovéletlen szamsorokkal
is elvégeztiik, az eredmények hasonloképpen jok
vagy még jobbak is voltak.

A szoftveresen generalt szamsorokkal kapcso-
latban azonban az a kifogds mertilt fel, miszerint
ha azok nem elég hosszuak, akkor az egyenle-
testdl tavol allo eloszlast mutathatnak. Emiatt a
hardveresen létrehozott szamsorainkat, a létre-
hozasuk sorrendjében, kisebb részmintdkra, ro-
videbb szdmsorokra osztottuk, és megvizsgaltuk
azt, hogy azok empirikus atlaga és szérasa miként
alakul. A 3. abran pl. a 256 darab 128 elem rész-
mintdra felosztott szamsorunk esetét lathatjuk,
ahol az empirikus 4tlag 28 307,41 és 36 125,93 ko-
z0ott valtozik.

A teljes minta atlagatdl a legnagyobb eltérést a
28307,41-0s érték mutatja (a 92. részminta). Az
ebben a mintadban levd, sorrendbe allitott szamok
grafikonja a 4. abran lathat6. Az erre a mintara
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2. abra. Az empirikus és az elméleti stiriiségfiiggvény
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4. dbra. Az dtlagtol legnagyobb eltérést mutato
részminta elemeinek grafikonja
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3. abra. Az empirikus dtlag és szords valtozdsa az elméleti értékek koriil,a 128 elemii részekre bontott mintdra
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elvégzett y? préba és a K-S teszt (amelyet a 128
szammal végeztliink el, nem alkalmaztuk a hisz-
togramos kozelitést) szerint az egyenletes eloszlas
hipotézise még mindig igen nagy valdszintiséggel
fogadhato el.

Az esetleges ismétlédések és a sorra kovetkezd
(tehat nem a rendezett szamsorok) eloszldsanak
egyenletességének vizsgdlatara tovabbi eszkdzo-
ket is be szoktak vetni.

Elterjedten haszndlt megoldds a szdmsorok bi-
tenkénti vizualis megjelenitése, ahol a 0-s bitek
fekete, az 1-es bitek pedig egy fehér képpontot
koédolnak egy fekete-fehér bitmap-ben. Ha az el-
oszlas tényleg egyenletes, akkor ez az dbra egyen-
letesen szlirke kell, hogy legyen, és semmiféle
ismétl6dést, mintazatot nem kell mutatnia. Mi
ezt az elvet egy kissé masképp alkalmaztuk, egy
képponthoz nem egy bitet, hanem egy byte-ot
rendeltiink, igy a kapott dbra pixelei 256 kiillonbo-
z6 szinnel rendelkezhetnek. Ez az dbra is ismét-
16désektdl, mintazatoktol mentes és egyontetlien
sziirke kell, hogy legyen, tehat nem lehetnek rajta
pl. pirosas vagy kékes drnyalatu foltok sem. Az is-
mertetett mintara az 5. abra bal oldalan lathato,
256128 pixel méretli, bitmap-formatumu képet
kaptuk. Ugyanazon az dbran a jobb oldali tégla-
lap az ESP32-vel, 25 ms varakozdasi id6vel generalt
szamsorral kapott eredményt mutatja. Az dbrak
vizsgalataval meggy6z6dhetiink arrdl, hogy a
nyert szamsorok valoban egyenletes szorasuak.

4. A Galton-deszka mint didaktikai
eszkoz

A véletlen folyamatok intuitiv szemléltetésére
Francis Galton angol polihisztor 1889-ben egy
szerkezetet épitett, amelyet Galton-deszkaként
ismertunk. Ez tulajdonképpen egy ferdén elhelye-
zett sik lap, amelybe sakkmintaszertien szegeket
vert be, egymast6l pontos tavolsagra. A lap aljan
tartérekeszeket alakitott ki, amelyekben a feliil-

5. abra. A véletlen szamok bitmapként valo megjelenitése (balra Arduino Mega, jobbra ESP32)

A I

rél, ugyanabbdl a pontbdl elinditott korongok
vagy golyok gytilnek dssze.

A korong lefelé csuszasa kozben beletitkozik az
elsd szeghe, ami megakaddlyozza a tovabbi sza-
bad lecsuszasat. Itt tehat az pattan egyet, és vé-
letlenszerien, p valdszinliséggel a szeg jobb vagy
q valoszinliséggel annak a bal oldalan fog tovabb
csuszni lefelé, a kovetkez6 sor szegig. A ,klasszi-
kus” verzidban p=q=0,5. Ekképpen, ha elég sok
korongot csusztatunk lefelé, akkor azoknak kb. a
fele fog a méasodik sor els§ szegére jutni, és fele
fog a masodik szegre esni.

A masodik sorban a jobbra vagy balra torténé
kitérés megismétlddik. A jobbra-balra Kkitérés
valoszinlisége ugyanaz, igy valamely lehetséges
utvonalon valé tovédbbhaladéds valdszintisége fe-
lez6dik. A méasodik sor kdzépsé szegét azonban a
lefelé csuszo6 korong két kiillonb6z6 uton is elérhe-
ti, igy annak a valdészintisége, hogy oda jusson, a
két megfelel valosziniiség 6sszege lesz (6. abra).

A harmadik és a tovabbi sorokban kialakult
helyzet bonyolultabbd valik. A magyarazathoz
sziikséges szamitdsokat pl. a Pascal-haromszog-
nek Excelben valo felépitésével tehetjiik attekint-
het&bbé (7. dbra).

A
A\

A, A
J12\ /12 \
AT AP A

1/4 12 1/4
(L/4+1/4)
99  pgtqgp pp

6. abra. A mdsodik szeggel valo iitk6zés
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7. abra. Tovabbi szegekkel valo litkozés

5. A virtualis Galton-deszka

A szemléltet6eszkoziink egy virtudlis Gal-
ton-deszka (8. abra). Valéjdban ez egy kézzel fog-
hato eszkoz, amelyen a valddi deszkan végbeme-
nd jelenséget szimuldljuk. A késziilék ,lelke” egy
Arduino Mega 2560-as fejlesztépanel, amelyhez
egy 32x32-es RGB LED-matrixot csatlakoztattunk.
A ,korong” egy pixel (a panelen egy szines LED),
amely felilrdl lefelé &dllando (a felhaszndlo 4ltal
modosithato) sebességgel ,esik”. Ha az esés koz-
ben egy ,szeghez” ér (amely szintén egy pixel),
akkor egy véletlenszdm-generator altal el6allitott
szam segitségével eldontjik, hogy az merre térjen
ki (0 - balra, vagy 1 - jobbra).

A korongok balra-jobbra kitérésének a wvalo-
szinlisége az eredeti Galton-deszkanak megfele-
16en lehet 0,5, azonban a tovabbfejlesztett verzi-
o6nkban azt a stand d6léséhez is igazithatjuk, ami-
vel az altalanos binomidlis eloszlast is tanulma-
nyozhatjuk, nem csak a szimmetrikus, p =0,5-nek
megfeleld esetet. Példaul ha megemeljik az esz-
koz bal oldalat, akkor a korongok inkabb jobb ol-
dalra fognak esni, az eloszlasuk pedig ferde lesz.

A standnak a fligg6leges helyzett6l valo eltérésé-
nek a d6lésszogét egy analdg, MMA7261QT-tipusu
gyorsuldsméro érzékelvel mérjik meg.

Ha a Galton-deszka nincs elbillentve, akkor a
korongok egyforma valdszinliséggel pattannak
jobbra vagy balra. Ha a deszkat megbillentjuk,
akkor ez a valoszinliség megvaltozik:

p=05+sina.

E képletnek nyilvan csak akkor van értelme, ha
a a [-30°, +30°] intervallumon van; ha a <-30°, ak-
kor p=0, ha pedig a>+ 30°, akkor p=1.

A tartéban csak korlatozott szamu korong férne
el, igy ha az feltelik, akkor az oszlopok magassa-
gat skaldzdssal csokkenteniink kell. A korongok

szamat tehdt egy id6 utdn mdar nem a vilagito pi-
xelek szadma jelenti.

Minden szazadik legurulé korong utadn az Ar-
duino a soros porton keresztil kikildi a tartéban
0sszegyljtott korongok szdmat, amelyet példaul
az Arduino IDE program ,Serial monitor” ablaka-
bél kimasolhatunk tovabbi elemzések elvégzése
céljabdl: megrajzolhatjuk a gyakorisagok hisz-
togramjait, kiszdmithatjuk az eloszlas empirikus
atlagat és szordsat, statisztikai probakat végezhe-
tink el.

8. abra. A virtudlis Galton-deszka

1- 32x32-ES led-panel
2- Kezel6gombok, sorban: start/stop, iizem-
mdd-bedllitds, animdcio lassitdsa, animdcio
gyorsitdsa
3- Inklinométer, amely a billenés szogének
szinuszdval kiszamitott p valésziniiségét
mutatja
4- Uzemmdd-indikdtor:

- felsé led: ,igazi” véletlenszam

- k6zépsd led: pszeudo-véletlenszam

- also led: a szog dltal befolydsolt pszeu-
do-véletlenszdm



44 Harangus K., Kakucs A. - Miiszaki Tudomdnyos Kozlemények 18. (2023)

6. Kovetkeztetések

Az egyszerlien megépithetd hardveres vélet-
lenszam-generatorokrdl szold értekezések gyak-
ran utalnak a mikrokontrollerek lebegd (be nem
kotott) bemeneteinek zajara, amelynek a minta-
vételezésével véletlenszertien alakulé adatokat
kapunk. Amennyiben egy mikrokontrolleres
rendszer programozasaban van sziikkségink a vé-
letlen szdmokra, akkor az 6tlet megvaldsitdsahoz
nincs is szitkségunk kiillon eszkézokre, csupdn a
véletlen szamot elddllitdé kdédot kell megirnunk.
A tapasztalatunk szerint azonban egy bemenet
allapota, legyen az analdg vagy digitdlis, habar
véletleniil, de tul lassan valtozik, igy az egymast
kovetd véletlen adatok szordsa nem lesz kielégi-
t6. Emiatt az alapdtletet ugy fejlesztettiik tovabb,
egy analdog bemenet mintavételezésével kapott
véletlen értékek utolsé bitével dolgozunk, és ha
egy adott intervallumbdl vett véletlen szamokra
van sziikségliink, nem pedig egyszerd ,igen/nem”
kimenetekre, akkor az igy nyert bitek sorozatdbdl
allitjuk 6ssze azokat.

A tapasztalat azt mutatta, hogy ha az analdg be-
menetek mintavételezése tdl nagy frekvencidval
torténik, akkor a kapott eredmény nem a kivant
lesz: valodszinlileg a mintavételez6 aramkornek
nem lesz ideje az alaphelyzetbe valo visszatérés-
hez. Ha véletlen szdmok hosszu sorozatat szeret-
nénk eléallitani, a mintak vétele kozotti sziinet
beiktatdsa miatt a véletlen bitek egyetlen ana-

16g bemenetr6l valo beolvasdsa egy hosszadal-
masabb folyamat lenne. Emiatt a véletlen szam
egy byte-janak megdllapitdsara nem egy, hanem
nyolc bemenet 4llapotat olvassuk be egyszerre
(tulajdonképpen egymads utan, de beiktatott meg-
szakitasok nélkil).

Az igy kapott szdmok egyenletes eloszlasunak
mutatkoztak. Ezekbdl kiindulva normal eloszldsu
szamokat a Box-Miiller-eljarassal tudunk eld4lli-
tani.
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