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Abstract

We discuss the possibility of solving the semidefinite optimization problem using interior-point algorithms.
We present the primal and dual semidefinite programming problems, and then determine the interior-
point condition and the optimality criteria. We analyze the central path system and the modification of this,
using the method of algebraically equivalent transformation. We use the Nesterov-Todd scaling technique
to obtain the proper search directions. We give a modified version of the Nesterov-Todd step interior-point
algorithm based on the implementation point of view. We present some numerical results based on a code
implemented in the Java programming language. We compare the results obtained for the identity map and
the square root function within the framework of the algebraically equivalent transformation technique.

Keywords: semidefinite optimization, interior-point algorithm, central path, algebraically equivalent trans-
formation.

Osszefoglalas

A szemidefinit optimalizalasi feladat bels6pontos algoritmusokkal torténé megoldési lehet§ségét targyaljuk.
Bevezetjiik a primdl, illetve dudl szemidefinit programozdasai feladatokat, majd ezt kdvet6en meghataroz-
zuk a belsépont-feltételt és az optimalitdsi kritériumot. Elemezziik a centralis utnak megfelel6 rendszert,
valamint ennek mddositdsat az algebrailag ekvivalens atalakitds moédszerével. A Nesterov-Todd skalazasi
technikét hasznéljuk a megfelel6 keresési irdnyok meghatarozasa érdekében. Az implementdacié szemszogé-
b61 maédositott valtozatat adjuk meg a teljes Nesterov-Todd-1épéses bels6pontos algoritmusnak. Numerikus
eredményeket mutatunk be egy Java programozdsi nyelvben fejlesztett kdd segitségével. Az algebrailag ekvi-
valens atalakitas technikdja keretében hasznélt azonos fiiggvényre, illetve négyzetgyokfiiggvényre vonatko-
z06 eredményeket hasonlitjuk dssze.

Kulcsszavak: szemidefinit optimalizdlds, bels6pontos algoritmus, centrdlis ut, algebrailag ekvivalens transz-
formdcid.

1. Elméleti alapok
. i . o rikus optimalizalas teriletén. Mérnéki szempont-
1.1. A szemidefinit optimalizalasi feladat bol a szerkezeti optimalizalas esetén, a mestersé-
A szemidefinit optimalizalds a konvex optima- ges intelligencidban pedig az ellipszoidokkal vég-
lizaldsnak egy olyan sajatos esete, amely szdmos zett mintaelvalasztds soran taldlkozhatunk ilyen
alkalmazéssal rendelkezik példdul a kombinato- jellegli feladatokkal [1].
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Jeldlje , illetve S™ az n-ed rendd oszlop-
vektorok, matrixok, illetve szimmetrikus mat-
rixok halmazat. Tetsz6leges esetén
bevezetjlk az aldbbi algebrai miiveletet:

ahol XT az X matrix transzponaltjat jeloli. Ha az
matrix pozitiv szemidefinit, illetve pozitiv
definit, akkor ezt az X > 0, illetve X > 0 alakban ir-
juk fel.
A szemidefinit optimalizdlasi feladat az aldbbi
maddon adhato meg:

¢))

ahol A, CeS" és minden i=1,2,...,m ese-
tén. Ez azt jelenti, hogy olyan szimmetrikus és po-
zitiv szemidefinit X matrixot keresiink, amelyre
fenndllnak a korlatozé feltételek, és a Co X kifeje-
zés minimalis. Az (1) feladatot primal feladatnak
nevezzik.

1.2. Dual feladat

A primal feladathoz hozzarendelhetd egy dudl
feladat, melyben egy linedaris célfiiggvény maxi-
mumdt Keressiik az A, illetve C métrixokkal kife-
jezett korlatozo feltételek teljesitése mellet:

A duadl feladat esetén az oszlopvektort,
illetve az S pozitiv szemidefinit szimmetrikus
matrixot keressuk ugy, hogy teljesiiljenek a meg-
engedettségi feltételek, és a Ty linedris fliggvény
maximalis legyen.

1.3. Kezdeti pontra vonatkozo feltétel

A tovdbbiakban a primél-dudl feladatpdrral
foglalkozunk, melyet egy utkdvetd bels6pontos
algoritmussal oldunk meg. Fontos, hogy mar az
(X0,y°,89% kezdGpont esetén kell, hogy teljesiiljon
a bels6pont-feltétel (BPF), melyet az aldbbi mé-
don irhatunk le:

1.4. Optimalitasi kritérium
Igazolhato, hogy amennyiben a BPF fenndll, ak-

kor az aldbbi rendszer hatdrozza meg az optima-
lis megoldast [2]:

Az optimalitasi feltétel elsd két sorat megenge-
dettségi feltételnek, a harmadikat pedig komple-
mentaritasi feltételnek nevezzik.

1.5. Centralis ut

A centralis utnak megfeleld rendszert ugy kap-
juk, hogy az optimalitdsi kritérium komplemen-
taritdsi feltételében szereplé nullmatrixot a ul,
kifejezéssel helyettesitjiik, ahol y>0 egy pozitiv
val6s szam, és I, az n-ed rendd egységmatrix.
A kapott egyenlséget centralizacios 0sszefiiggés-
nek nevezziik. A centrdlis utat leiré rendszert igy
adhatjuk meg:

@)

Igazolhato, hogy ha a BPF teljesiil, akkor minden
U pozitiv valds szamra a fenti rendszernek egyet-
len megoldasa van [2]. A p paraméter kilonb6z6
értékeire kapott megoldasok hatdrozzdk meg a
centrdlis ut pontjait. Ennek mentén fog haladni a
bels6pontos algoritmus.

1.6. Keresési iranyok

A keresési iranyoknak fontos szerepe van a bel-
s6pontos algoritmusok kilénb6zd valtozatainak
a bevezetésében. A keresési irdnyoknak egy teljes
osztalyat a centralis utat meghatdroz6 rendszer
algebrailag ekvivalens atalakitasa [3, 4] altal ad-
hatjuk meg, amely abban rejlik, hogy a (2) rend-
szer harmadik egyenlete altal megadott centrali-
z4acidés Osszefiiggést el6bb elosztjuk a y paramé-
terrel, majd ezt kovetSen az egyenl6ség mindkét
oldaldra alkalmazunk egy folytonosan differenci-
alhat6 és invertalhat6 ¢:(0,00)— fiiggvényt. igy
az aldbbi rendszerhez jutunk [5]:
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Megjegyezzik, hogy a ¢ fliggvény alkalmazasa,
tetsz6leges Ue S™ szimmetrikus és pozitiv szemi-
definit matrix esetén, az alabbi mddon torténik.
Felhaszndljuk, hogy U felirhaté U=QTAQ alak-
ban, ahol

A=diag(4, A, .., 4,)

a sajatértékekbdl alkotott diagondlmatrix és Q
egy ortonormadlt matrix, azaz QT=Q-'. Ebben az
esetben

A Wang és Bai [5] altal megadott elemzés értel-
mében a keresési irdnyokat az

3

rendszer segitségével adhatjuk meg.

1.7. Nesterov-Todd-skalazas

A keresési irdnyokat meghatarozo (3) egyenlet-
rendszernek nincs olyan egyértelmi (AX,Ay,AS)
megolddsa, melyre AX szimmetrikus matrix vol-
na. Mivel a szimmetrikus matrixok terében kere-
sendd a megolddas, emiatt szlikséges a rendszer
skdlazasa. Tobbféle skalazasi moddszer létezik.
A tovabbiakban a Nesterov és Todd altal beveze-
tett skalazast alkalmazzuk [6, 71.

A moédszer értelmében egy P szimmetrikus mat-
rix bevezetése sziikséges, mely altal felirt egyen-
letrendszer kozelitése lesz az el6z6nek. A matrix
az aldbbi két egymdssal egyenld Osszefuiggéssel
adhat6 meg.

P:= Xl/z (X1/2 SXl/z)—l/zXI/z — S—‘/z (S I/ZXS 1/2) Y2 S—l/z.
Igy az aldbbi rendszert kapjuk:

“)

A (4) egyenletrendszerben szerepld harmadik

egyenlet bal oldalat egy egyszeri 6sszeggé szeret-
nénk alakitani. Ennek érdekében bevezetjik a

%)
(6)

matrixokat. Figyeljik meg, hogy az (5) és (6)
egyenlGségeket arra is hasznalhatjuk, hogy a D,,
illetve D, ismeretében meghatdrozzuk a AX és AS
keresési irdnyokat.

Alkalmazva a skalazast, a fenti jel6lések beveze-
tésével az alabbi rendszert kapjuk:

ahol

2. Implementacidra vonatkozd sajatos-
sagok

2.1. Hibavektorok és hibamatrixok

A Delsépontos algoritmusok implementdcidja
esetén nem mindig élhetlink azzal a feltételezés-
sel, hogy a megengedettségi feltételek az algorit-
mus minden iteracidjaban teljesiilni fognak. Ez
azt jelenti, hogy a (4) rendszer els6 két egyenleté-
nek jobb oldaldn nem feltétlentil a 0 vektor, illet-
ve a zérusmatrix jelenik meg. Mivel az Ao X=b,
egyenl6ség nem mindig 4ll fenn, emiatt sziikséges
az alabbi jel6lés bevezetése:

Megjegyezzik, hogy ily médon 1ényegében az r’
hibavektort vezettiik be, melynek komponensei a
fenti kiilénbségek. Hasonloan kell eljarni a

egyenlettel, melyhez hozzarendeljiik az R® hiba-
matrixot:

A keresési irdnyokat meghatdrozé (4) rendszer
els6 két egyenlete ennek megfeleléen modosulni
fog:
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)

Bevezetve az

jeloléseket, a (7) rendszer skalazott alakja igy ir-
haté:

8

2.2. Lépéshossz

A Wang és Bai [5] altal bevezetetett elméleti al-
goritmus teljes Nesterov-Todd-l1épéses, amely azt
jelenti, hogy az Uj (X,y,S) harmast az eredetibél
ugy kapjuk, hogy hozzdadjuk a (4X,A4y,AS) altal
megadott irdnyokat. Ebben az esetben a y para-
méter csokkentése az (1-6) szorzo segitségével
torténik, ahol 0<6<1. A 0 megvalasztasabdl ki-
deril, hogy roévid 1épéses algoritmusrodl van szo.
Az implementdcié szempontjabol viszont hatéko-
nyabb az X és S matrixok alapjan megvalasztani a
kovetkez§ u értéket az aldbbi mddon:

ahol 0<o<1 egy rogzitett paraméter. Ugyanak-
kor a 1épéshossz megvalasztasa segitségével érjiik
el azt, hogy a kapott X és S a pozitiv szemidefinit
matrixok kupjadban maradjon. Ennek érdekében
tetszlleges M € S" esetén legyen A(M) az M matrix
sajatértékeibdl alkotott oszlopvektor, és vezessik
be a
A i M) = min(A(M)),

jelolést is, amely megadja az M matrix legkisebb
sajatértékét. Hasonloan vezethetjik be a A, (M)
jelolést is, amely az M matrix legnagyobb sajatér-
tékét adja meg. A 1épéshossz meghatdrozasat a
Tiitlincu, Toh és Todd [8] 4ltal megadott médszer
maddositdsaval végezziik. Bevezetve az

9)

jelolést, az X matrixra alkalmazott 1épéshossz
a,= a(X1AX), (10)

az y vektorra és az S matrixra kiszamitott 1épés-
hossz pedig

ag=a(S*AS) (11)
lesz. Megjegyezziik, hogy a (10) és (11) altal kisza-
molt értékeket egy 0<p <1 konstans szorzoval is
csOkkenteni fogjuk, ezéltal biztositva, hogy az X
és S a pozitiv szemidefinit matrixok kupjanak bel-
sejében marad.

2.3. Megallasi feltétel

Az algoritmus megallasi feltétele hdrom részre
bomlik. Az els6 arra vonatkozik, hogy a

(12)

kifejezéssel megadott relativ dualitdsirés egy rog-
zitett £>0 valos szamnadl kisebb legyen. Vezessiik
be az

jelolést. Mivel az algoritmus sordn megtoérténhet,
hogy egy adott iteraciéban a megengedettség nem
teljestil, ezért a megallasi feltétel részeként meg-
adunk két erre vonatkozo mértéket is. A primadl
megengedettséget a

(13)
kifejezéssel, a dudl megengedettséget pedig a

(14

segitségével fejezziik ki, ahol tetsz6leges M e S"* mat-
rix esetén

Figyeljiik meg, hogy a primdl megengedett meg-
oldas esetén a pinfeas értéke nulla. Hasonldéan
belathaté az is, hogy dual megengedett megoldas
esetén a dinfeas értéke zérus. Ezért a megalldsi
feltétel részeként azt fogjuk vizsgalni, hogy a pin-
feas, illetve dinfeas értéke kisebb-e egy adott £>0
valds szamnal.
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3. Az algoritmus

A fenti elméleti leirds alapjan mddositjuk a
Wang és Bai [5] altal bevezetett bels6pontos algo-
ritmust annak érdekében, hogy hatékony imple-
mentécidt tudjunk megvaldsitani.

Szemidefinit optimalizalasra vonatkozd
bels6pontos algoritmus

Legyen €>0 a pontossdgi paraméter, 0<p<1
konstans szorzd, mely csokkenti a lépés méretét,
és 0<a<1 konstans szorzo, mely csokkenti a u
értéket.

Feltételezziik, hogy az (X’ y°,S°) hdrmasra teljestil

a BPF, és legyen linear;

begin
X=X%y:=y% §=5%
U=UuUy
relgap := 1; pinfeas:= 1; dinfeas:=1;
while relgap > ¢ or pinfeas > ¢ or dinfeas> ¢ do
begin
meghatdrozzuk a (Dy, Ay, D) hdrmast (8)
alapjdn;
meghatdrozzuk a AX mdtrixot (5) alapjdn;
meghatdrozzuk a AS mdtrixot (6) alapjan;
kiszamitjuk az a, lépéshossz értékét (10)
alapjdn;
kiszamitjiuk az ag lépéshossz értékét (11)
alapjdn;
X=X+pa,AX;
y=y+pagdy; S:=S+paAS;
u=0 (XoS)/n;
meghatdrozzuk a relgap értékét (12) alapjan;
meghatdrozzuk a pinfeas értékét (13) alapjdn;
meghatdrozzuk a dinfeas értékét (14) alapjdn;
end
end.

4. Numerikus eredmények

A szemidefinit optimalizdldsra vonatkozd bel-
s6pontos algoritmust a [9] weboldalon taldlha-
t6 példdkra teszteltiik. Az els§ véaltozatban az
algebrailag ekvivalens 4talakitds modszerét az
identikus fliggvénnyel, mig a masodikban a négy-
zetgyokfiggvénnyel alkalmaztuk. Az 1. tablazat
mutatja be a kapott eredményeket.

Megéllapithatd, hogy az iteracidszamok nem
térnek el jelent§sen egymastol, de bizonyos ese-
tekben a négyzetgyokfiiggvényre alapozott méd-
szer hatékonyabban miikédik az identikus fiigg-
vényesnél.

1. tablazat. Eredmények az € = 107, p = 0,95, 0 = 0,3

értékekre
. . Matrix Iteracio-
Feladat ¢ fiiggvény mérete szam
sdp01 o) =t n=20 21
sdp01 o) = n=20 18
sdp02 o) =t n=230 19
sdp02 o) = n =30 18
sdp03 e =t n =40 17
sdp03 o) = n=40 15
Koszonetnyilvanitas

A szerzék koszonetliket fejezik ki az Erdélyi Muzeum-
Egyestletnek a kutatdsi munkahoz nyujtott tAmoga-
tasért.
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