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Abstract

In this article we discuss the general interior-point algorithm for linear complementarity problems (LCP)
introduced by Tibor Illés, Marianna Nagy and Tamds Terlaky. Moreover, we present a various set of numeri-
cal results with the help of a code implemented in the C++ programming language. These results support the
efficiency of the algorithm for both monotone and sufficient LCPs.
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Osszefoglalas

Az al&bbi cikkben az Illés Tibor, Nagy Marianna és Terlaky Tama4s altal bevezetett dltaldnos linedris komple-
mentaritasi feladatra vonatkozo bels6pontos algoritmust tdrgyaljuk és C++ programozdasi nyelvben megvalo-
sitott kdd segitségével kiilonb6z6 numerikus eredményeket mutatunk be. Ezen eredmények aldtdmasztjadk

az algoritmus hatékonysagat mind monoton, mind elégséges linedris komplemetaritdsi feladatok esetén.

Kulcsszavak: belsépontos algoritmus, dltaldnos linedris komplementaritdsi feladat, numerikus eredmé-
nyek, elégséges mdtrix, objektumorientdlt programozds.

1. Bevezet6

Lineéris komplementaritasi feladatokkal (LCP)
kilénb6z6 gyakorlati problémdk megoldasa so-
ran taldlkozhatunk. A feladatot egy M matrix ha-
tdrozza meg, amellyel egy linedris osszefiiggést
irunk le, de ezen kiviil egy komplementaritdsi
feltételnek is teljestilnie kell.

Az LCP NP-teljes feladat, ezért az M-re vonatko-
206 megszoritdsok nélkil nem taldlunk hatékony
megoldast. Léteznek algoritmusok, amelyek poli-
nomialis id6én belil oldjdk meg az LCP-t, ha az M
matrix pozitiv szemidefinit vagy P, (k) tulajdonsa-
gu (habar ez esetben a bonyolultsag fligg k-tdl is),
azonban a P.(k) tulajdonsag ellen6rzésére nem
sziletett polinomidlis id6ben miik6dd algoritmus.

Mlés Tibor, Nagy Marianna és Terlaky Tamads
[1, 2, 3] egy olyan, mddszert adtak meg, melynek
segitségével mddosithatéak a bels6pontos algo-

ritmusok ugy, hogy az altalanos linedris komp-
lementaritasi feladat is megoldhaté polinomidlis
id6ben. Ez azt jelenti, hogy meghatdrozunk egy
kozelitd megoldast, vagy levonjuk a kovetkezte-
tést, hogy nem teljesiil a P, (x) tulajdonsag.

Az algoritmust C++ programozdsi nyelvben imp-
lementaltuk.

2. A feladat leirasa

Az LCP esetén az x, s € R" vektorokat keressik,
amelyekre teljesul:

Mx+q=s,
xs =0, (1)
x=0,s=0,

ahol g € R", M € R™™ és xs az x és s vektorok ele-
menkénti szorzatat jeldli.
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3. AP.(x) tulajdonsag

A P, (k) matrixosztalyt legel6szor Kojima és tar-
sai [4] vezették be a pozitiv szemidefinit matrixok
egy altalanositdsaként.

Egy M € RV matrix P,(x) tulajdonsagu, ha bar-
mely X € R" esetén teljesiil az aldbbi feltétel:

(1 +4x) Z x;(Mx); + Z x(Mx); =0. (2)

€T, (x) i€7_(x)

Egy M € RV matrix P, tulajdonsagu, ha P, (k) tu-
lajdonsagu valamely pozitiv k-ra vagyis:

r=|Jrw.

k>0

4. A P, tulajdonsag

Egy M € RV™ matrix P, tulajdonsdgu, ha egyet-
len féminorja sem negativ.

Egy M € R™™ maétrix akkor és csakis akkor P, tu-
lajdonsagu, ha az

P -M I

M= [ Ky ){]

matrix nem szinguldris, barmely X, S € R™" pozi-
tiv diagondlis méatrixok esetén.

5. Az algoritmusban hasznalt egyéb
osszefuggések

Az algoritmus a centralis trajektoriat koveti és
minden egyes iterdcioban egy Newton-lépés segit-
ségével hatarozzuk meg a kovetkez6 pontot.

A Newton-1épést meghatdrozo egyenletrendszer
a kovetkezd:

—MAx + As =0,
sAx + x4s = a.

€))

Ha az M egy P, matrix, akkor az el6bbi rendszer-
nek egyértelm{ megoldasa van és az a hosszusa-
gu Newton-lépést az

x(a)=x+adx, s(a)=s+als (€))]

Osszefliggések adjak meg.

A centrdlis uttol valo tavolsagot az aldbbi & -vel
jelolt centralitdsi mérték segitségével hatarozzuk
meg:

Sc(x_g, .u) = \[% — E (5)

Ha a centralitdsi mérték tullép egy elére meg-
adott hatart (65 (xs, u) < 1), akkor a centralis ut
megfelel§ kozelségében vagyunk. Ez esetben
csokkentjuik a y-t.

A lokalis x kiszdmitdsdhoz minden lépésben a
kovetkez6 kozelit fliggvényt hasznaljuk:

1 xTMx

K, = _ZZiE:Lr(x)xi(Mx)il ©

Ha egy bels6 iteracio soran a kozelség csokkené-
se nem elégséges, vagyis

82Cxs, 1) — 82 (x(@s(@), ) < 7)

3(1+ 4x)’
akkor az LCP maétrixa nem P,(x) tulajdonsagu a
lokalis k-ra, ezért kiszamitjuk k-t az Uj Ax-re [1].

6. Leallasi feltételek

Az algoritmus sordn tébb kilonboz6 feltételt ta-
nulmanyozunk. Amennyiben ezek kozil valame-
lyik teljesiil, akkor kiilonb6z8 kovetkeztetéseket
vonhatunk le. Az aldbbi feltételeket vizsgaljuk:

1. Az x és s elemenkénti szorzatdsszege (komple-
mentaritasi rés) elér egy elére definialt hibakii-
sz6bot: xT s < €.

2. Az Uj x nem meghatdrozott, vagyis nincs egyet-
len pozitiv Ax, As, sem a (2) osszefliggés Kisza-
mitdsakor. Ebben az esetben a matrix nem P,
tulajdonsagu.

3. Az 4j k tullépte az elére megadott & fels6 korlatot:
K(Ax) > K .Ebben az esetben M nem P, (k) matrix.

7. Az algoritmus

Az [1]-beli altaldnos LCP-re vonatkozo algorit-
must a kovetkez6képpen adhatjuk meg az imple-
mentdacié szemszdgébdl nézve:

Bemenet: K > 0 a k fels6 hatdra; T > 2 kozelségi
mértékre vonatkozo paraméter; € >0 pontossdgi
paraméter; 0 < g < 1 léptetési (barrier) paraméter;
(X, S,) kezddpont, u,> 0 t.h. 8 (xS, W < T.

Kimenet: (x, s) az LCP feladat megolddsa vagy egy
lizenet arra vonatkozoéan, hogy nem teljesiil a
P (k) tulajdonsdg.

begin
X=Xy S:=S, Ui=ly K:=0;
while x’s > £ do begin
u=ars)n;
while § (xs, 4) > 7 do begin

szamitsuk ki a (Ax, As)-t, ha a = ue — xs;
if M szinguldris then

return a mdtrix nem P tulajdonsdgu;
end if
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a= maximalisLepes(x, s, l);
if 8 (xs, ) - 6 2(x(@) s(@, u) < 5/(3(1+4x)) then
K(Ax) kiszamitdsa;
if k(Ax) nem létezik then
return a mdtrix nem P, tulajdonsdgu;
end if
if (k(Ax) > k) then
return a mdtrix nem P, (&) tulajdonsdgu;
end if
K = k(Ax);
end if
X =Xx(@); s = s();
end
end
end.
A maximalis 1épéshossz kiszdmitadsara vonatko-
z6 figgvényt a kovetkezdképpen adjuk meg:

function maximalisLepes(x, s, W):
=min! — XL )
o = mln{ e | Ax; < 0}
= min! — 3L :
ap = mln[ e | As; < 0}
a = min{oy, o }

nr_it =0;
while (6 (x(a/2)s(a/2), u) < §(x(a)s(a), ) and
nr_it < 10) do begin
o=a/2;
nr_it =nr_it + 1;
end
return o;
end
Az algoritmus implementaldsat C++ programo-
zasi nyelvben valdsitottuk meg, fehasznélva a
Visual Studio integralt fejleszt6i kdnyezetet, kiin-
dulva az [5] publikdcidban bevezetett kddbol.

8. Numerikus eredmények

8.1. A konvergencia ,gyorsasaganak” valto-
zasa a o fiiggvényében

Az algoritmus implementécidja sordn a p kisza-
mitdsa minden iterdciéban a y = o (x"s)/n 0sz-
szefliggés segitségével torténik. Az 1. tablazat
azt tikrozi, hogy a o megvdalasztdsa hogyan be-
folyasolja az iteracidszamot. A tanulményozott
feladatok a [6] oldalon kozzétett elégséges LCP-
kre vonatkoznak. A [7] publikdciéban a szerzék
els6ként mutattak be numerikus eredményeket a
fenti elégséges LCP-kre. A tdblazatban a kovetke-
z0 jeloléseket haszndltuk: M = matrix, o= szigma,
K=kils6 iteracidk szama, Y'B = belsd iteraciok sz-
szege, BA = bels iteraciok atlaga.

1. tablazat. Eredmények elégséges LCP-re

M c K B BA
HEF_10_01 0,15 7 24 3,429
0,4 13 26 2
0,6 23 46 2
0,9 115 115 1
HEF_10_02 0,15 7 19 2,714
0,4 13 26 2
0,6 23 46 2
0,9 115 115 1
HEF_20_01 0,15 7 23 3,286
0,4 13 28 2,154
0,6 23 46 2
0,9 115 115 1
HEF_20_02 0,15 7 18 2,571
0,4 13 27 2,077
0,6 23 46 2
0,9 115 115 1
2. tablazat. Eredmények monoton LCP-re
c K >B BA
0,15 7 28 4
0,4 13 31 2,384
0,6 24 31 1,291
0,9 114 118 1,035

A tovabbiakban a [8] cikkben taldlhaté aldbbi
monoton LCP-re mutatunk be eredményeket:

2 4 1 1 -8
A1 =2 @ 4 -6
M=l1 o 1 2} 97|
2 ~1 ~2 i 3

Az eredményeket a 2. tablazatban 0sszegeztiik.
Megfigyelhetjiik, hogy a ¢ paraméter csokkenésé-
vel a teljes, illetve a kiils§ iterdciészam csokken,
azonban a belsd iterdcidk szdma és atlaga novek-
szik.

A tovébbiakban a k paraméterre vonatkozé alsé
korlatot vizsgaljuk.

8.2. A x paraméter alsoé korlatjanak expo-
nencialis novekedése

Az aldbbi métrix tanulmanyozdsat Csizmadia
Zsolt javasolta és a [9] cikkben a szerz6k igazol-
tdk, hogy a matrix elégséges, de a neki megfeleld
K parameter a méret fliggvényében exponencidli-
san megnovekedhet.
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1 0 0 0
(—1 1 0 0\
-1 -1 1 0

M=l & & =~ &
\ 3§ & 0}
- = 3 -1 1

Egy olyan LCP-t tanulmdnyoztunk, amelyre
g=10 1 ... n-1]%

Az elégséges matrixok esetén altaldban nem
tudjuk pontosan meghatdrozni a k paraméter
értékét, de alsé korlatot tudunk biztositani erre
vonatkozoan. Az algoritmus soran a (6) képlet
alapjan szdmoljuk ki az adott 1épésben a lokalis
Kk értéket. Ezeknek a maximuma hatdroz meg egy
alsé korlatot a k-ra.

A kapott eredményeket a 3. tablazat mutatja be.

3. tablazat. A k vdltozdsa a méret fiiggvényében

n (o K

5 0,8 2,70815
10 0,8 347,535
20 0,8 1261800

9. Kovetkeztetések

Az Tllés, Nagy és Terlaky altal bevezetett altala-
nos LCP-re mutattunk be numerikus eredménye-
ket. Az implementdcié sordn a maximalis 1épés-
hossz meghatdrozasara vonatkozdan egy sajatos
maddszert adtunk meg. Az algoritmus hatékonyan
miiikodott elégséges, illetve monoton LCP-re is.
A Csizmadia Zsolt altal bevezetett matrix esetén
vizsgaltuk a k paraméter valtozasat a méret fligg-
vényében.

Kdszonetnyilvanitas
A szerzd6k koszonetiiket fejezik ki az Erdélyi Muze-

um-Egyesiiletnek a kutatdsi munkahoz nyujtott ta-
mogatasért.
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