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Abstract

This paper presents a general theory regarding the balancing of mechanisms. It starts with Stevenson’s the-
ory [1], which proves that any mechanism can be dynamically perfectly balanced if there is a pair of coun-
terweights that are eccentrically positioned in three reciprocating perpendicular axes, passing through the
mass center of the body. The system of inertial forces are extended in Fourier series where only the first
terms, the basic harmonics, are considered. The proposed goal is to stultify the effect of inertial forces and
torques. This paper deals with a situation more appropriate to reality. In common cases there doesn’t exist
the possibility of implementing counterweights in three perpendicular axes. In this situation only the mini-
mization of inertial forces and torques remains as a possible solution. The method developed for this case is
presented.
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Osszefoglalas

Jelen kézlemény a mechanizmusok dinamikus kiegyensulyozdsat megoldd, dltaldnos érvényességl elméletet
mutat be. A kiindulasi pont a Stevenson-féle elmélet, melyben a szerz6 igazolja, hogy a teljes kiegyensulyo-
z&shoz hérom, kolcséndsen merdleges, a géptorzs sulypontjan athalado tengelyre korhagyéssal illesztett el-
lensuly sziikséges. A géptorzshoz viszonyitott tehetetlenségi er6k rendszerét Fourier-féle sorbafejtéssel rend-
szerezi, majd az alapharmonikusok hatdsanak nulldzasat tlizi ki célul. Jelen kozleményben azt a valésaghoz
kozelebb all6 helyzetet targyaljuk, amikor nincsen lehet6ség a harom kdlcsondsen merdleges kiegyensulyozo
tengely definidldséra, illetve a megfeleld ellensulyok beépitésére. Ez esetben a gerjesztd tehetetlenségi er6-
rendszer hatdsat minimalizalni lehet. Jelen dolgozat ez utébbi esetre kidolgozott mddszert mutatja be.

Kulcsszavak: mechanizmus, kiegyensulyozds, optimalizdlds.

beiktatdsaval, amennyiben ezek harom olyan,
egymasra kolcsonosen mer6leges tengelyre illesz-
kednek, amelyek a gép torzsének sulypontjaba

1. A teljes kiegyensiilyozas matemati-
kai modellje

E. N. Stevensen Jr., egyik tudomanyos kézlemé-
nyében egy Uj, altaldnositott modszert mutat be
[1], amely barmely mechanizmus kiegyensulyo-
zasara alkalmazhatd. Bizonyitja, hogy barmely
mechanizmus kiegyensulyozhaté hat ellensuly

helyezett azon koordinata-rendszer tengelyeivel
parhuzamosak, amely szerint a géptorzset terhe-
16 erdket és nyomatékokat kiszamoltdk. Azokban
a sajatos helyzetekben, amelyekben a harom el-
lensulytarté tengely valamelyike hidnyzik, a méd-
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szer roviden targyalja a géptorzs valamely pont-
jdban ébredd rezgés amplitiddjanak minimali-
zaldsat. Itt sziikséges megjegyezni, hogy a kozle-
mény amellett, hogy csupan egyetlen csomdpont
rezgésamplituddjanak minimalizal4sat targyalja,
azt is igazolja, hogy a megval6sul6 minimalizalds
mellett a gép t6bbi pontjdban a rezgések ampli-
tudoi novekednek.

Annak ellenére, hogy a Stevenson-féle médszer
nem kindl megoldast a géptorzs Osszes pontja-
ban ébred6 rezgések amplitiddinak minimali-
zalasara, kiemelkedd a szakirodalomban eddig
megjelent, a dinamikai kiegyensulyozast targyald
kozlemények koziil, amely referenciapontként te-
kinthet6 és a tovabbfejlesztés lehetdségével bir.

A kovetkezdkben a dinamikus kiegyensulyozast
az 1. abran szemléltetett altaldnos mechanikai
modellen vizsgaljuk.

Az OXYZ koordindta-rendszer origoja egybeesik
a géptorzs sulypontjaval. Az OX koordindtaten-
gellyel parhuzamos kiegyensulyozé tengely az
OYZ sikot a (0, a, a y) koordinataju pontban met-
szi. Erre a kiegyensulyozd tengelyre illesztett el-
lensulyok szabadon valasztott abszcisszai X = a,
és X =a, Hasonloképpen az OY koordinatatengely-
lyel parhuzamos kiegyensulyoz6 tengely az OXZ
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sikot a (b, 0, b,) koordinétaju ponthan metszi, a
rdillesztett ellensulyok ordinatai pedig, az el6b-
bi egyezménnyel azonos modon, Y =b, és Y = b,
lesznek. Végiil, az OZ koordindatatengellyel par-
huzamos kiegyensulyozo tengely az OXY sikot a
(c, c, 0) pontban metszi, a hozzarendelt ellensu-
lyok helyzetei pedig a Z = ¢, és Z = ¢,koordinatdk-
kal vannak jelolve.

Az excentrikus elhelyezésli kiegyensulyozo to-
megek altal 1étrehozott centrifugalis er6k abszo-
lat értékét az

(¢))

képlettel szamitjuk, ahol m a témeg, r pedig a to-
meg sulypontja és a forgastengely kozotti tavol-
sag. A kiegyensulyozd er6ket két alsd indexszel
latjuk el: az els6 a tomegek illeszkedési tengelyét,
mig a masodik a tomegek megnevezését jelenti.
Ezzel a jeldléssel az OX tengellyel parhuzamos
kiegyensulyozo tengelyen az F , és F,,, az OY ten-
gellyel parhuzamos tengelyen az F, és F,,, mig az
OZ tengellyel parhuzamos tengelyen az F,, és F,
centrifugdlis er6k keletkeznek.

A tovédbbiakban sziikség lesz arra, hogy az ex-
centrikusan elhelyezett kiegyensulyozd tomeg
sulypontjdnak helyzetét a géptorzshoz kotott,
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1. abra. A dinamikus kiegyensulyozds dltaldnositott mechanikai modellje
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helytadlld koordindta-rendszerhez viszonyitani
tudjuk. Nevezziik a kovetkez6kben fazisszognek
azt a szoget, amelyet a kiegyensulyoz6 tomeg
sulypontjabdl, a kiegyensulyozé tengelyre bocsa-
tott mer6leges zar be a fennmaradt két meréleges
irdny valamelyikével. Ily modon az X tengelyre
szerelt kiegyensulyozd tomeg fazisszogét az Y
tengelyhez, az Y tengelyre szerelt tomegét a Z ten-
gelyhez, mig a Z tengelyre illesztettét az X tengely-
hez viszonyitjuk.

Ahhoz, hogy a kiegyensulyozast létrehozzuk
a tomegek szabadon valasztott elhelyezésének
figgvényében, ki kell szdmitanunk minden ki-
egyensulyozé tomeg fazisszogét és a kiegyensu-
lyozé tengelyhez viszonyitott statikus nyomaté-
kat az OXYZ koordinata-rendszerhez viszonyitva.
Az 1. abran szerepld kiegyensulyozé tomegek
pillanatnyi szoghelyzetét az wt + ¢ kifejezéssel
adhatjuk meg, ahol ¢ -vel a fazisszoget jeloltik.

A Stevenson-féle moédszer a Fourier-sorba fejtett
erék és nyomatékok elsé tagjai szerinti, tehat az
els6 harmonikusak teljes kiegyensulyozdst tar-
gyalja, de az elv alkalmazhat6 barmely harmoni-
kusra.

Az els6é harmonikus tag a kiegyensulyozatlan
erdket és nyomatékokat A cos wt + B sin wt alak-
ban tartalmazza. Az A és B egylitthatdk irdnyokat,
er6ket és nyomatékokat megkiilénboztetd in-
dexszel vannak ellatva.

A Kkinetostatikus elvnek (a D’Alembert-féle elv-
nek) megfelelen a lengést gerjeszt6 erék és nyo-
matékok vektorkettdse a kiegyensulyozd tomegek
altal gerjesztett erdk és nyomatékok vektorkett6-
sének ellentettje kell hogy legyen. Az eredd erék
kiegyenlitésébdl az alabbi egyenletrendszert kap-
juk:

@)

Az eredd nyomatékok kiegyenlitésébdl kapjuk a
nyomatékok egyenletrendszerét:

€)

Vezessik be a képletek konnyebb érthetdsége
végett az alabbi jeloléseket:

@

A (4) jelolések bevezetésével a (2) és (3) egyen-
sulyegyenletek az aldbbi alakot 6ltik:
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Ahhoz, hogy a mechanizmus kiegyensulyozéasat
a teljes kinematikai ciklusra megvalositsuk, az
(5) egyenletrendszernek a t id6paraméter bar-
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mely értékére teljesiilnie kell. Ez csak akkor valo-
sulhat meg, ha a rendszer minden egyenletében
a cos wt és a sin wt egyltthatdit nullaval egyen-
16vé tessziik. Ezzel a feltétellel egy 12 egyenletbdl
allo és 12 ismeretlent tartalmazo linedris egyen-
letrendszert kapunk, melynek métrixos alakja a
(6) egyenletrendszerben irhato fel.

Az egyenletrendszer megolddsa utan, a (4) kép-
letekbdl kifejezziik a kiegyensulyoz6 erék abszo-
lat értékeit (7).

Ugyancsak a (4) egyenletekbdl szamitjuk ki
a kiegyensulyoz6 er6k fazisszogeit is, azaz a
(8) egyenleteket.

(7)

€))

(6)
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A (8) egyenletekben 1ényeges a szamlalo és a ne-
vez6 elGjelének megtartdsa, mivel a fazisszoget
el6jelesen kell szamitanunk. (Pozitiv az el6jel, ha
a szoget az oramutato jardsaval ellentétesen mér-
juk.)

2. Optimalis kiegyensulyozas a gép-
torzsre hatd kiegyensulyozatlan erék
és nyomatékok minimalizalasa altal

Abban az esetben, ha a kiegyensulyozés csak
részleges lehet, a kiegyensulyozatlanul maradt
erék és nyomatékok valtozé abszolut értékei az
egész rendszerre kiterjedd rezgéseket gerjeszte-
nek, a mechanizmus miikodése zajossa valik. Az
optimalizalds célja a gép torzsére hatd kiegyen-
sulyozatlan erdk és nyomatékok minimalizdlasa.
E modszer alkalmazasaval a kiegyensulyozatlan
er6k és nyomatékok abszolut értékei a teljes kine-
matikai ciklus alatt a lehetséges legkisebb értéke-
ket veszik fel.

AXkiegyensulyozatlanul maradt erék és nyomaté-
kok a tehetetlenségi erdk, a kiegyensulyozo erék,
illetve ezeknek a géptorzs sulypontjara szamitott
nyomatékai, jeldljik ezeket -vel,
illetve -vel. A rezgést okozd tehe-
tetlenségi er6ket és ezek nyomatékait Fourier-sor-
ba fejtjiik, majd pedig csupan az alapharmoniku-
sokat vessziik tekintetbe:

€))

A (9) egyenletekbeli szerepl
egyltthatok formdlisan azonosak az (5) egyenle-
tekben szerepld, cos wt és sin wt zardjelbe foglalt
egylutthatoival. Itt sziikséges nyomatékositanunk,
hogy a zardjelekbe foglalt kifejezések a tehe-
tetlenségi erdk, valamint ezek nyomatékainak
egyltthatoi, akdr az (5) egyenletekben szerepld
A, By Ay By K€ {X; Y, Z} és a Kiegyensulyoz6
tengelyekre helyezett ellensulyok altal gerjesz-
tett kiegyensulyozé er6k és ezek nyomatékainak
egyltthato6ibdl tevédik dssze.

Egylittesen vizsgalva az (5) és (9) egyenletrend-
szereket, felirhatjuk az egymdéasnak megfelel§
egyenletek Fourier-egytitthatdinak egyenl6ségét:

(10)

A gép torzsében rezgéseket gerjesztd, kiegyensu-
lyozatlanul maradt tehetetlenségi er6 és nyoma-
ték 0sszetevék Fourier-egyttthatdit az

R,)= Py Qy *+Ey 11
matrixegyenlet fejezi ki, amelyben a tagok értel-
me a kovetkezd:

-R, a Fourier-sorba fejtett, optimalizdlds utan ki-
egyensulyozatlanul maradt erék és nyomatékok
egyutthatoinak i elem( oszlopmatrixa;

-P, akiegyensulyozo erdk és tengelyek helyzetét
meghatarozo, i soros és j oszlopos matrix;

-Q, az optimalis kiegyenstlyoz6 erdk j elemi
oszlopmatrixa;

-F,, a Fourier-sorba fejtett tehetetlenségi erdk és
nyomatékok egytitthatdinak i elem oszlopmat-
rixa.

A tovéabbiakban a sorok és oszlopok szamat jelz6
indexek haszndalatat mellgzziik.

A (12) egyenletben kéttengelyes kiegyensulyo-
zas esetében i=1,2, ..., 12 és j=1, 2, ..., 8, egytenge-
lyes kiegyensulyozds esetében pedig i=1, 2, ..., 10
ésj=1,2, .., 4.
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A kiegyensulyozatlanul maradt erék és nyoma-
tékok minimalizadldsdra az egyiitthatokat megha-
tarozo fliggvény kvadratikus alakjat haszndljuk,
azaz:

U=R'R (12)

Az optimalizdlas soran a (12) fiiggvény mini-
mum értékét keressiik. E célbdl a fiiggvényt a
kiegyensulyoz6 erék Q oszlopmatrixdnak j tagja
szerint derivéljuk:

(13)

Vegylk észre, hogy az R oszlopmaétrixra, vala-
mint parcidlis derivéltjaira felirhatjuk, hogy

(14

Ezzel a (13) egyenlet a kovetkez6 egyszer(ibb
alakra hozhaté:

(15)

Felhasznalva az R oszlopmatrix (a kiegyensulyo-
zatlanul maradt erék Fourier-egyttthatéinak osz-
lopmatrixa) (11) matrixegyenlettel felirt alakjat,
akkor a altalanos erdk szerinti parcialis
derivaltak a kovetkezéképpen fejezhetdk ki:

(16)
Mivel a P és F oszlopmaétrixok nem fiiggnek a
kiegyensulyozd erdkt6l, kovetkezik,

hogy:

(17)

Ezzel az eredménnyel a (16) kifejezés a kovetke-
z8képpen irhato fel:

(18)
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Masrészt

(19)

Ha a (11), (18) és (19) kifejezéseket behelyettesit-
juk a (15) egyenletbe, megfeleld rendezés utan a
kovetkez6 alakot kapjuk:

(20)

Az U célfiiggvény helyi minimumértékét a ko-
vetkez6 feltételb6l szamitjuk:

21)

figyelembe véve, hogy a Q oszlop Q, szerinti par-
cialis derivaltjai olyan oszlopok, melyeknek ele-
mei, a k-dik elem kivételével, amely 1-gyel egyen-
16, nulldk. A (20) egyenletben elvégzett 6sszegzés
kovetkezményeképpen a (21) feltétel az aldbbi
madon irhaté fel:

(22)
A fenti egyenlet kifejtett alakja a kovetkez6:

23)
Vezesstiik be az alabbi jeloléseket:

N=P'P (24)

@5)
Ezzel a (23) egyenlet linedris lesz Q-ra:

(26)
A megoldas Q-ra a kévetkezd:

27)

3. Gyakorlati alkalmazas

Feltételezziik, hogy az egytengelyl kiegyensu-
lyozast a gépben l1étez6 OZ tengelyre szerelt ellen-
sulyokkal prébaljuk megvaldsitani.

Ebben az esetben az OX és az OY koordinétaten-
gelyekkel parhuzamos kiegyensulyozd tengelyek
hidnyoznak, azaz F, = F,, = 0, tehat az F erdk osz-
szetevOi is zérus értékliek: s
i=1,2.
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Amint az [1] k6zlemény is targyalja, a mecha-
nizmust terheld tehetetlenségi erék és ezek nyo-
matékai egyetlen tengelyre helyezett ellensulyok
beiktatdsdval nem redukdlhaték. A (9) és (10)
egyenletek alkalmazasdval ezek részben csok-
kenthet6k.

A (6) matrixegyenlet jobb oldalara a kiegyensu-
lyozatlanul maradt tehetetlenségi erék és nyoma-
tékok Fourier-egyiitthatdit irjuk be (28).

Az OX és az OY koordinatatengelyekkel parhu-
zamos kiegyensulyozo tengelyek és ellensulyaik
hidnyédban az ellensulyok pozicidit meghatarozo
koordinatdk értékei foloslegessé valnak, ezért
nullazzuk ezeket. A (6), (9) és (10) egyenleteket fi-
gyelembe véve, a (28) matrix-egyenlet az alabbi,
OZ tengelyre sajatositott (29) alakra hozhato.

29)

A (29) egyenlet jel6lései a kovetkezk:

(30)

(31)

28)

(32)

(33

(349

A (29) egyenletrendszer tiz egyenletb6l all és
tizennégy ismeretlent tartalmaz. A kérdés ez
esetben ugy tevédik fel, hogy hova és mekkora
ellensulyokat kell helyezni a mechanizmus tenge-
lyére ahhoz, hogy az egyenlet jobb oldalan 1évé,
kiegyensulyozatlanul maradt er6k és nyomaté-
kok abszolut értékei a minimdalisra csokkenjenek?
Erre a valaszt a (27), (29), (18) és a (19) egyenletek
megoldasaval sikeril megszerezni.

4. Kovetkeztetések

A kiegyensulyozasnak jelen kdzleményben is-
mertetett modszere sok szempontbdl elény6sebb
a hagyomanyos mdédszereknél. Az egyenletek fel-
iradsat meg kell el6znie a kiegyensulyozasi feladat-
ban szerepl6 mechanizmus geometriai és tehetet-
lenségi feltérképezésének (tdmegkodzéppontok,
tehetetlenségi f6iranyok kiszamitdsa), ami, a kor-
szeri modellez6 szoftverek hasznalata mellett,
nem jelent akadalyt.

A részleges kiegyensulyozds modelljében sze-
repld egyenletek szdma kisebb, mint az ismeret-
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lenek szdma, ami a tervez6 szamara nagyobb sza-
badséagot engedélyez a kiegyensulyozé tomegek
értékének és helyzetének megvalasztasara.

Habdar a jelen kozlemény csak a tehetetlenségi
er6k sorba fejtett alakjanak els6 tagjait tekinti,
a modszert altalanositani lehet tetszéleges véges
szamu sorozattagra, viszont figyelembe kell ven-
ni, hogy ez esetben az ismeretlenek szama lénye-
gesen nagyobb lesz, ami nagyobb szamitasi kapa-
citast igényel.
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