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Abstract

Cylindrical gears having the tooth line shaped by an Archimedean spiral were recently developed in
the frame of a research contract supported by the Hungarian Academy of Sciences [1]. As well as
known, most used cylindrical gears are the classical spur gears or helical gears forming an exterior or
interior gear couple. Theory of these gears was developed and technology perfected longtime ago.
Despite of this fact it still exist a challenge here. It consists in finding new ways to increase the load
capacity and the quality of the teeth contact at equivalent dimensions in comparison with the classical
cylindrical involute gears. Cylindrical gears having the tooth line shaped by an Archimedean spiral
combine successfully the advantages of shaping using one common rake type tool [2] and those
offered by the bevel gear cutting technologies regarding the localization of the contact patch. In our
opinion there exist two basic aspects of the geometry that influence the load capacity: the values of
curvatures on the tooth surfaces [3] and the shape of the dedendum transition surface situated between
the enveloped tooth surface and the dedendum circle. This paper presents the geometrical model of the
tooth dedendum transition surface. It starts from the general concepts of modeling the edge of the
cutting tool, and continues with the discussion of the surface family generated by the tool’s edge. The
paper ends with conclusions regarding the further possible developments.

Keywords: involute, Archimedean spiral, tooth dedendum, modeling.

Osszefoglalas

Az Arkhimédész-féle spiralis fogiranyvonali hengeres fogaskerekeket a Magyar Tudoméanyos Aka-
démia segitségével megvalosult kutatasi program keretében fejlesztettiik ki [1]. Amint ismeretes, a
hengeres evolvens fogaskerekek egyenes vagy ferde fogazasu, kiilsé vagy belso kapcsolodast fogaske-
rekek. Ezek elmélete és gyartastechnologidja mara mar teljes egészében felfedezett és a végletekig
tokéletesitett. Mindezek ellenére a hengeres fogaskerekek teriiletén tovabbra is fennall és egyre erd-
sebb az a kihivas, aminek tétjét a fogak érintkezésének a tokéletesitése, valamint a teherbiras novelése
képezi, a klasszikus fogaskerekekkel azonos méretek megtartasa mellett. Az Arkhimédész-féle spiralis
fogiranyvonali fogakkal rendelkez6 hengeres fogaskerekek sikeresen 6tvozik az egyetlen, fogasléc
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tipust szerszammal vald lefejthet6ség [2] és a kupfogaskerekek hordkép-lokalizaciora iranyuldé meg-
oldasok elényeit. Nézetiink szerint két geometriai aspektus befolyasolja 1ényegesen a fogak terhelhetd-
ségét és megfeleld kapcsolodasat: a fogfeliiletek érintkezési pontokban felvett gorbiileteinek viszonya
[3] és a foglabfeliilet alakja. Jelen dolgozat részletesen foglalkozik a vizsgalt fogaskerékre jellemzd
foglabfeliilet lefejtésével, alakjanak befolyasolhatosagaval, valamint a redlis szarmaztatofeliiletekkel.
Elséként a szerszamél csatlakoztatd részének modellezését targyalja, ezt kdvetden a foglabfeliiletet
kialakito realis fogfeliiletsereg egyenleteinek levezetését nytjtja, majd a foglabfeliilet optimalizalasa-

nak lehetdségeivel zarul.

Kulcsszavak: evolvens, Arkhimédész-féle spirdl, foglab, modellezés

1. Az Arkhimédész-féle spiralis
fogiranyvonalu hengeres fogas-
kerekek lefejtésének elve

Az Archimédesz-féle spiralis fogirany-
vonalil fogaskerékpar lefejtési elvét az 1.
abran szemléltetjiik [1, 2]. Az abra bal ol-
dalan feliilnézetben lathato a
lefejtdszerszam elvi vazlata. Amint megfi-
gyelhet6, a kupfogaskerék-marofejekhez

hasonld felépités zg szamu, Arkhimédész-
féle spiralgdrbére tajolt, egyenld szogbeosz-
tast, fogasléc-profil élvezetésii kést egyesit.
A forgastengely a bal oldali vazlat sikjara
merfleges. Amint a szerszamot dramutatd
megegyez0

jarasaval iranyban forgatni

kezdjiik, @y szogsebességgel, barmely su-
gar iranyaban az aa@y sebességgel halado
fogaslécprofilt talaljuk, amelyet matemati-
kai modellként értelmeziink [4,5], és beir-
juk két kapcsolddd fogaskerék kozé, amint
az 1. abra jobb oldalan szemléltettiik. Tud-
van, hogy az Arkhimédész-féle spiralis ve-
zérgdrbe paramétere a=0,5m, és igy a fo-
gasléc osztovonalmenti fogosztasa p=nm,
belathatd, hogy elvileg a javasolt szerszam
fogasléccel egyenértékii
szarmaztatofeliiletek létrehozasara alkal-
mas, igy csoportkerekek megmunkaldsahoz
megfeleld [6].

1. dbra. Az Arkhimédész-féle spiralis vezérvonalu fogazat lefejtésének elvi vazlata[l,2]
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A jobb oldali vézlat kimutatja, hogy a
javasolt feliiletszarmaztatas lehetové teszi a
hagyomanyosan értelmezett profileltolast és
a tangencialis eltolas alkalmazasat is, ami-
nek kovetkeztében az érintkezd fogak gor-
biileteit a pontszert érintkezés megvaldsita-
sa céljabol modositja. Az érintkez6 fogfelii-

leteket az [1]-ben részletesen kifejtett ma-
tematikai modell alapjan kapjuk meg. A
tokéletesen illeszkedd hordkép kimutatdsa
az Inventor szoftver felhasznalasaval tor-
tént, aminek sordn a fogoldalak egymasba
forgatasanak elvét alkalmaztuk [3.,4]. A
modellt a 2. abran szemléltetjiik.

Atotal of 1 Inberferencels) were detected with a total B
lume 85 mm 3.

2. abra. 4 kapcsolodo fogoldalak és a hordkép helyzete [3]

2. A foglabfeliilet kialakitasa

2.1. A foglabfeliilet sajatossagai a gor-
be fogu hengeres kerekek eseté-
ben

Az egyenes- vagy doltfogu hengeres ke-
rekek esetében a foglabgorbe a fogaskerék
tengelyére merdleges sikban pontosan ta-
nulmanyozhaté. Ez a lefejtés azon sajatos-
saganak koszonhetd, hogy barmely tengely-
re merdleges szelvényben a burkolds azo-
nos moédon torténik. Ezekben az esetekben
jo kozelitéssel allithatd, hogy a léc tipusu
szerszammal lefejtett fogazatok foglab-
gorbéje a szerszamél legtavolabbi pontja
altal leirt hurkolt evolvens, a metszékerék-

kel lefejtett fogazatoknal hurkolt epiciklois
[4,6]. A fogaskerékgyarto-szerszamszab-
vanyok [7, 8, 9, 10] a lefejtészerszam foga-
nak fejszalagéle és oldaléle kozotti csatla-
koztatast korivvel, esetleg lecsapassal
(egyenes szakasszal) oldjak meg. Ez eset-
ben a burkolt feliilet tengelyre mer6leges
szelvénye kozelitbleg azonos az elméleti
gorbékkel.

A gorbe fogl hengeres fogaskerék ese-
tében evolvensprofil kizardlag a lefejtd-
szerszam azon tengelysikjaban keletkezik,
mely a fogaskerék tengelyére merdleges.
Barmely mdas sikban a  klasszikus
evolvenslefejtéshez képest ,,cstiszas” all
elo, igy a foglabfeliilet igen Osszetett mo-
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don valtozik. Jelen modellezésnek pontosan
az a végso célja, hogy elkeriiljik azokat a
beallitasokat, amelyek kovetkeztében meg-
engedhetetleniil terjedelmes foglabfeliilet-
zondk jonnének 1étre, ¢és eldallna a
foglabfeliilet és a hasznos fogfeliilet kap-
csolodasanak lehetésége is.

A foglabfeliilet gorbiiletét Iényegesen
befolyasolja az ezt eléallitd szerszamélrész
gorbiilete. Annak érdekében, hogy a
foglabfeliiletet a leheté legfinomabban tud-
juk moédositani, a lefejtdszerszam élcsucs-
szakaszat polinomként modellezziik.

2.2. A szerszam élcsiicsgorbéje

A szerszam élcsucsgorbéjét a labhézag
kivagasahoz sziikséges, 0.25 m magassagig
terjedd oldalélszakaszra, illetve a fejél felé-
ig terjesztjiik ki elméletileg. A gorbe meg-
hatarozo elemeit a 3. Abran szemléltetjiik.

Zw
Ow Xw

Qo

0.25m

3. abra. 4 szerszam élcsucsgorbéje

Az ¢lcsucsgorbe az OyxyVy 2y, koordina-
ta-rendszerben értelmezett, melynek origdja
a fogprofil szimmetriatengelyének ¢és a
szerszamléc osztovonalanak metszéspontja.
A gorbe P kezddpontja az 4B, O végpontja
pedig az AF szakaszon talalhato, helyzetii-
ket a vy, illetve v, paraméterek segitségével
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szabalyozzuk. A 3. abra alapjan felirhato,
hogy

xW = % + % - (h;a + co)m tea,
zZ4 = —(h;‘a +c, )m (1)

AF =c,m/cosa,
v.e (O, x(”’)];v2 €(0,4F]

w

A modellezett csatlakoztatasi gorbe a
PAQ haromszog teriiletén belil illeszkedd,
a P és QO pontokat 0sszekdtd gorbe, mely-
nek hatarhelyzete maga a PQ egyenes. A
tovabbiakban a PQQ’ és a PAQ haromszo-
gekbol

1
PO = (vl2 +v; +2vy, sing, )5

. ' v, COS
gin g 20 _ L0,
0 (vl2 +v; +2vy, sing, )3
PO v, +v,sing,
cos = = .

0 (vf +v, +2wy,sing, )E
)

A kovetkezd 1épés a gorbe harmadik kont-
rollpontjanak a felvétele. Ez a T pont, mely
a PQ hataregyenesen illeszkedik, és megha-
tdroz6 paramétere a

v,, v, =PT/PQ, v, E(O,l). A T pont

koordinatai a kovetkezok lesznek:

X = xEVA) -, +v; PQcos B =

(4)

=X —v1+v3(v1+v2 sinao) 3)

(r) _ (4)
z,) =z, +v,v,cosq,

Végiil a gorbe negyedik kontrollpontjat,
egyben a gorbe bels§ pontjat hatdrozzuk
meg. Az M pont az AT szakaszon illeszke-
dik, és helyzetét a v, paraméter hatdrozza
meg, amely a v;-hoz hasonloan toredékrészt
fejez ki, tehat v, , v, = AM / AT, v, (0,1).
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A X
2 XM
X(T)
! o
_ g Ow
g [ ¥
N BN T
B M
p f A

4. abra. Az élcsucsgérbe belsé kont-
rollpontjanak definicioja

A 4. abra alapjan és a (3-as) képletek
figyelembevételével felirhatok az M pont
koordinatai:

M)

A =2l vl )=

= xfj’) + v4(— v+, (v1 +v, cosq, )) )
2000 = 20 4y (20 _ )
(4

— )
=z, +v,ny,cosq,

A P, QO és M pontok koordinatai birtokaban az élcsucsgorbét negyedfoku polinomként ir-

juk fel, az alabbi feltételrendszer alapjan:
J-3a
)=o) za -
el )0 Sra —vl) =0
)=+

(xQ zy5 @Za( +v251na0) (A)+vzcosa0 5)

f'(xWQ))z ctgay @Ziai (x&’fl) + v, sin aO)_l =ctga

<0, Vx,, elx;/ —v, x

Az (5) feltételrendszer a v,,i 61,_4

kontrollparaméterek ismeretében 0t isme-
retlenes linedris egyenletrendszerré alakul,
amelynek megoldasa a negyedfoku élcstcs-
gorbe polinomialis egyiitthatoi. Ha a négy
kontrollparamétert egyenranguként kezel-
jik, akkor négyszeres végtelenség gorbét
talalhatunk. Az optimalis megoldas célrato-
r6bb meghatarozasa érdekében elfogadjuk,
hogy a P és Q pontok helyzetét kijeldld v,
és v, paraméterek fOparaméterek, amelyeket
el6szor jeloliink ki. A kdvetkezd 1épésben

4 .
f( X3, )= z& = Za ( + v4 V43 (vl + v, cosq ))) (fi) +VyV3v4 COS Q)
)

)+ 123 smao)

kijeloljiik a T kontrollpont helyzetét a PQ
hatarszakaszon.

Zy Zy

f() 4>0 f(x)
o/ \P/

o )
T N~
— /i [
1@ /@ \ ‘
/ o .
| g =4 | i i

| P | XwP X, (@
a<0 !

5. abra. Az élcsucsgérbe konkavitasat biztosito
feltételek grafikus abrdzolasa
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A negyedik paraméter szdmara meg kell
hataroznunk azt az intervallumot, amely
biztositja a masodik derivalt szigora poziti-
vitasat, ami sziikséges €s elégséges feltétele
az inflexiopontok nemlétezésének és a gor-
be dombortsaganak a kijeldlt pontok ko-
z0tt.

A masodik derivalt pozitivitisainak a
feltételét az 5. abran szemléltettiik. Ha ne-
gyedfoka polinom legnagyobb foku egyiitt-
hatoja negativ, akkor egyetlen maximuma
vagy két helyi maximumpontja és egyetlen
helyi minimumpontja van — értelemszertien
a gorbe lehetséges felhasznalasi szakasza a
P és O pontok kozé es6é szakasz; amennyi-
ben g, >0 (kék gorbe) és rendelkezik ha-

rom lokalis extrémummal, a grafikus képen
két dombora, ndvekvd szakaszt kiilonithe-
tiink el. A masodik derivalt el¢jelére ennek
figgvényében az alabbi kikotéseket tesz-
sziik:

— ha g,<0, és a masodrendli derivalt
diszkrimininsa  9a; —24a,a, <0, a
negyedfoktl polinom grafikus képe
folytonosan homoru, tehat a gorbe
alkalmtlan;

- ha g, <0, és a masodrendli derivalt

9a; —24a,a,>0, a
negyedfoku polinom grafikus képének
dombortsaga akkor biztositott, ha az
¢élcsticsgodrbe szE€lsd pontjainak absz-
cisszai az inflexiopontok abszcisszai
ko6zott illeszkednek;

- ha g, >0, és a masodrendli derivalt

diszkriminansa

diszkriminansa 947 —24a,a, <0, a ne-
gyedfokl polinom grafikus képe foly-
tonosan dombor;
— ha g, >0, és a masodrendli derivalt
9a; —24a,a,>0, a
negyedfoku polinom grafikus képének
dombortsaga akkor biztositott, ha az

¢élcsucsgorbe szélsd pontjainak absz-
cisszai altal meghatarozott intervallum

diszkriminansa
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az inflexidpontok abszcisszdinak in-
tervalluman kiviil esik;

— A domborusag feltétele mell¢ elen-
gedhetetlentiil be kell iktatni a folyto-
nos novekvés korlatjat is, az
¢élcsticsgorbe alakjabol kiindulva.

A fenti feltételek a v; és v, paraméterek
értéktartomanyat hatékonyan lesziikitik. A
szamitasok bonyolultsaga elengedhetetlen-
né teszi a szamitogépes feldolgozast. Az
¢élcsucsgorbe parametrikus egyenletei a
dombort szerszamoldalon [1] a kovetkezdk
lesznek:

x,(t)=1
ywlt)=0

4
2,()=>a;t'
i=0

(©)

3. A szarmaztato feliiletek
sokasaga

3.1. A foglabfeliilet generalasanak
feltételei

A burkolofeliiletek felirasaban és elem-
zésében  leghatékonyabbnak  bizonyuld
szakirodalom [4,5] azt az elvet koveti, mi-
szerint a burkolofeliilet a szerszamélek altal
létrehozott felilletsereg burkoldjaként jon
létre. A burkolt feliilet felirasaban a legtobb
esetben egyszertsités all fenn, mely abbol a
ténybdl ered, hogy gyakran koszoriiszer-
szamot hasznalnak modellként. Véges sza-
mu vagoél esetében a burkolt feliiletet a
szerszamélek illeszkedd felillete adja,
amely a szerszam munkadarabhoz viszonyi-
tott relativ mozgéasa soran hozza létre a fe-
lilletsereget.

Jelen dolgozatban egy alternativ modellt
mutatunk be. Ennek 1ényege abbdl all, hogy
a burkolt feliiletet a szerszam éle a munka-
darab rendszerében, a szerszammunkadarab
relativ elmozduldsa soran hozza létre, va-
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gyis a burkolt feliiletsereg adott elemének a
vagoél-paramétertol  kiilonb6zo  masodik
paramétere pontosan a relativ mozgdast jel-
lemzo kinematikai paraméter. A ,léptetés”
a vagéélek helyzetének pontos felirésa,
illetve az ¢l belépése pillanatanak pontos
ismeretében irhato fel. Az igy keletkezett
burkolt feliiletsereg diszkrét, mivel véges
szamu elembdl all. A legvaldsaghiibb bur-
kolofeliiletet az egymast kdvetd burkolt
felilletek metszésgorbéire felirt spline-
feliilettel lehet kozeliteni. Ha matematikai-
lag szeretnénk pontos eredményt, az igy
kapott diszkrét feliiletsereget ugy alakitjuk
at végtelen elemii halmazza, hogy a burkolt
¢élek szamat végtelenitjiik, azaz az osztast

fogazoszerszamnak R, referenciasugara
annak a késnek a szerszamtengelytdl valo
profil-szimmetriavonal-tavolsagat  jeldli,
amely nulla tangencialis profileltolas esetén
a fogarok radidlis szelvényének szimmet-
riavonalara esik. Ettdl a ponttol szamitjuk a
kések kiosztasi szogét. A 6.a. abra alapjan
azonnal felirhatd a kések kiosztasi szoge
tudva, hogy a spiralis paramétere 0.5m:

0, =42k, +¢;)/sin2q, (7)

A késeknek egymashoz viszonyitott
helyzetét indexszel jeloljik. A ,,0”-dik kés
az alaphelyzetben R, tavolsagra illeszkedik
a forgastengelytdl. A ,;j”-edik kés tavolsaga

folytonos valtozoként kezeljiik. .om 2
R;=R;+jr—, 1=— ()
3.2. A szerszamél-feliiletek meghata- 2 Zs
rozasa
Jelen modellt az [1]-ben részletesen leirt
szerszamra ¢épitjiik. Megemlitjiik, hogy a
Yo pj P,
v | \
S ao OS / Xo
A B’ P,
a. b.

6. abra. A generaldfeliiletek meghatarozdsa

7. abra. Akések belépésének vazlata

A szerszam forgasiranya az dramutato jara-
saval megegyez6, tehat az alaphelyzetben
levd lefejtd hajtas esetén a negativ indexii
kések mar elhaladtak, a pozitiv indextiek
pedig érkeznek. A kések szamanak pontos
meghatarozasa az [1] -ben talalhato.

A  késél csak addig generdlja a
foglabfeliilet anyagi részét, ameddig a foga-
zando kerék hatarsikjai koz¢ illeszkedik. Az
¢l kiilonbozo pontjainak a szerszam forgas-
tengelyéhez viszonyitott tavolsaga valtozik,
ezért a legnagyobb 6 szdget az élcsucsgorbe
P pontjara kapunk, melynek sugara:
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pj=R;+xi) -y | )

Jeloljik a tovabbiakban a lefejtd hajtas
attételét ijg-sel, ahol i, =@ /w, =1/z,.
A lefejté hajtashoz tartozoé alkalmazott ko-
ordinata-rendszerek helyzete a 8. dabran
lathatd. Az Oxgyozo rendszer rogzitett. A
szerszdm Ogx )z, rendszere alaphelyzetben
a rogzitett rendszerrel egybeesik. A foga-
zando kerék O,x,y,z; rendszere alapallasban
az alloé rendszerrel parhuzamos illeszkedé-
sii. Az alapallés a ,,0”-dik kés kozépallasa-
nak felel meg, vagyis az a helyzet, amikor a
generalo profil sikja az allo rendszer yozo
sikjaba illeszkedik. A ,,0”-dik kés belépésé-
nek pillanatdban a szerszam rendszere a
forgasiranyahoz képest ellenkezd iranyban
van elforditva, 6, szoggel. Ennek a helyzet-
nek megfeleléen a fogazando6 kerék is for-
gasiranyaval ellentétesen kell legyen elfor-

ditva, i, 6, -val. A, -edik késnek ,,07-dik
késhez viszonyitott helyzetét a jz kdzpon-

ti sz0g hatarozza meg. A ,;”’-edik kés belé-
pése akkor kezddédik, amikor az alaphely-
zethez viszonyitva a szerszdm rendszere y;
szoggel fordult el:

(//].:Tj—g.,

Innen a fogazand6 kerék elfordulasi szoge

jeZ. (10)

konnyen szdmithato, mivel /1/. =Ly,

A fentebb emlitett geometriai viszonyokat a
7. abran tilintettiik fel. A referencia sugarnal

0
Mm(ﬂ;»(ﬂ&):
0
cos(Hi
M, (0.0)= ")
0
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cos(4, +i,0,) 0 -sin(2 +ip) B

_(os) —Sil’l(ej—(ps) 0
sin(&—(ps) cos(Hj—qos) 0
1

0

nagyobb sugaron illeszkedd K kés j, indexe
pozitiv, mig az ennél kisebb sugaron illesz-
kedd K, kés negativ indexli. A Kj kések
belépési pontjai az A; pontok. Megfigyelhe-
td, hogy a (10)-es képlet eldjeltdl fiiggetle-
niil érvényes.

2y

X Ps
Xo 1/
A
2,0 z
y1,y{9
), o\\ Ly
X 1(0)
x1

8. abra. Az alkalmazott koordindta-rendszerek

A fogél altal generalt feliilet parametri-
kus egyenleteit a 8. abra alapjan a fogaske-
rék rendszerében irjuk fel:

r =M;oM,r (11)
ahol a transzformacios matrixok a kinema-

tikai paraméternek és a helyzetparaméter-
nek a fliggvényei:

w

1 0 0

Sin(ﬂ’j + ils¢x) 0 COS(//L/' + i]ng) - AW

0 0 1

0
0

- o O O

(12)




Archimédész-féle spiralis fogiranyvonalu hengeres fogaskerekek

foglabfeliiletének modellezése

A generalogorbe koordinatdinak homogén oszlopmatrixa ebben az esetben szintén hely-

zetparaméter-fiiggo:

R +7j+t t
0 0
r ',l‘ = 4 ) =| 4
A(‘] ) Zaitl zaitx
i=0 i=0
1 1

7.Kovetkeztetések

Jelen matematikai modell alkalmazasa
ugy torténik, hogy rogzitiink egy tetszole-

ges (v] v, v, v4) élcsucsgorbe-
paraméternégyest, a 2.-es szakaszban leirtak
alapjan, majd kiszamitjuk a burkolt
foglabfeliiletet. A szamitasok alapjan lehe-
tdség nyilik a pontos, valésaghii testmodell
megépitésére. A végeselemes vizsgalat
alapjan kimutathatova valnak a fogtdben
fellepd fesziiltségek, melyeknek értékeit
kapcsolatba hozzuk a generdld szerszam
¢élcsticsgorbéjének megfeleld pontjaival, és
ezaltal esély nyilik arra, hogy véges szamu
programfuttatdssal megtalaljuk a lehetd
legkedvezdbb szerszamkialakitast.
Megemlitjiikk, hogy a fentebb vazolt
modell a kapcsolédd fogoldalak valos
egyenleteinek kiszdmitasara is alkalmas.
Ebben az esetben a generalogdrbe oszlop-
matrixanak helyzetfiiggetlen Osszetevdit a

lécprofil parametrikus egyenletei teszik ki.
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