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ELOSZO

Koényviinkben a valészinliségszamitas és a statisztika elemeivel ismerkedhetik
meg az Olvasd. Az els6dleges cél a témakor alapveté fogalmainak a tisztazasa,
amelyet az alkalmazasuk szemszdgébdl és nem annyira a matematikai oldalrél
kozelitlink meg. Ekképpen tehat a konyvben bemutatottak az alkalmazasszint(
ismeretek megalapozdsat segitik eld, de wugyanakkor kiinduldsi pontot
jelenthetnek a mélyebb elméleti fejtegetésekhez is.

A konyv els6sorban, de nem csak a mérnoki szakokat hallgaté didkok szdméara
késziilt, és feltételezi bizonyos matematikai alapismeretek meglétét.

Az alkalmazasokat az elterjedten hasznalt Microsoft Office-hoz tartozé Excel-
tablazat-kezel6 programmal oldottuk meg. Az ismertetett példak az Excel 14.0-es
vagy annal Ujabb verzidival kompatibilisek (tehat legalabb 2010-es verziot kell
hasznalni).

Az alkalmazas csak a beépitett statisztikai fliggvények egy részére
korlatozddik, az olvaséra marad a tobbi fliggvény és az ,Analysis ToolPak”-
bévitmény felfedezése, mely utdbbi néhany esetben pl. a statisztikai tesztek
konnyebb elvégzésében nyujthat segitséget. Az Excelben még igy sem lelhetd fel
mindig az éppen sziikséges eszkoz vagy fliggvény: ha az el6ttiink allé feladatot
készen alkalmazhaté eszkozokkel szeretnénk megoldani, akkor ezeket kiilsé
kiegészitékkel, pl. a ,Real Statistic Resource Pack” (amely szabadon hozzaférhet6)
vagy az ,XLSTAT” (amelyhez évi bérletet kell fizetni) telepitésével remélhetjik
megoldani.

A konyvben az angol nyelvii Excel fliggvényeire hivatkozunk, de a konyv végén
megtalalhatjuk a magyar nyelvili megfelel6ket is.

Mivel a Microsoft Office haszndlata jogokhoz kotott, hasznalhatjuk az
OpenOffice tablazatkezel§ programjat is, a ,Calc”’-ot. A két program kozott
léteznek bizonyos kiilonbségek, a statisztikai fiiggvényeket azonban aranylag
konnyen megfeleltethetjiik.
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1. ALEATACTA EST...

Kisérletek, események

Adott jelenség elére meghatarozott koriilmények kozotti elinditasat és
végrehajtasat kisérletnek nevezziik. A Kkisérlet kériilményeit, vagyis a jelenség
bedllitdsnak nevezzik. A Kkisérlet lehetséges eredményeit a Kkisérlet elemi
eseményeinek vagy kimeneteinek nevezziik. Az 6sszes lehetséges eredmény, azaz
elemi esemény halmaza az eseménytér.

A lehetséges eredmények szdma lehet véges vagy akar végtelen. Ha példaul a
kisérlet targya a cimben is szerepld jatékkockadobdas, akkor a lehetséges
eredmények (elemi események) szama véges: a kockdnak az 1-6 ponttal ellatott
oldalainak egyike kertil feliil, az eseményteret hat elemi esemény alkotja (kizarjuk
az olyan események bekovetkezését, hogy a kocka valamelyik élén vagy sarkan
alljon meg). Ha viszont puskaval 16voldéziink egy kell6képpen nagy céltablara,
akkor a becsapddé goly6 helye a tablan barhol lehet. Az elemi esemény az, hogy a
céltablat egy adott pontban taldlat éri. A tdbla (még ha véges kiterjedésii is) a
kiterjedés nélkiili pontok végtelen halmaza, tehat ez esetben az eseménytér
végtelen sok elemi eseménybdl all.

Véletlen és determinisztikus események

Bizonyos esetekben a kisérlet eredménye, vagyis hogy a lehetséges elemi
események koziil melyik kovetkezik be, a tanulmanyozott jelenségre vonatkozo
ismereteink alapjan el6re megmondhat6; ezeket determinisztikus jelenségeknek
nevezziik. Mas esetben a jelenségre vonatkoz6 ismereteink hidnyosak, vagy pedig
a jelenség lezajlasat kovethetetleniil sok paraméter befolyasolja, és ilyenkor a
kisérlet eredményét nem lehet el6re pontosan megmondani: ezeket az
eredményeket véletlen elemi eseményeknek hivjuk.

Elemi események és osszetett események

Az eseményeket vizsgdlédasainknak megfeleléen tobbféleképpen is
megadhatjuk. Legyen a kisérlet a jatékkocka dobasa, az elemi eredmények
halmaza pedig valamelyik szdm megjelenése: ilyenkor hat lehetséges
eredményiink van. Ugyanebben a kisérletben mas szempontbdl is figyelhetjiik az
eredményeket. Van, amikor nemcsak az elemi események bekovetkezését
vizsgaljuk, hanem tobb kivalasztott elemi esemény bekovetkezésének
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1. Alea iacta est...

valamelyikét, azaz bizonyos dsszetett eseményekét. Példankban példaul azt, hogy
paros vagy paratlan szamot dobunk-e. Ekkor a kisérlet elvégzése utan tovabbra is
az 1-6 szamok jelennek meg, de azoknak csak a paros-paratlan mindségét
vizsgaljuk, és igy két dsszetett esemény valamelyikének (azt, hogy 2, 4 vagy 6,
illetve 1, 3 vagy 5 a kapott eredmény) bekovetkezését varhatjuk.

A biztos esemény és a lehetetlen esemény

Vannak olyan eredmények, események, amelyek a kisérlet barmely
megismétlésénél megjelennek, ezeket biztos eseményeknek nevezziik. A
kockadobasndl biztos, hogy az eredmény 1 és 6 kozott lesz (beleértve az egyest és
hatost is). A céltablara val6é 16voldozésnél az eseményteret a céltabla feliilete
jelképezi: ha az kell6képpen nagy, és megfelel6képpen pontosan célzunk, akkor a
talalat biztosan annak valamely pontjaban kévetkezik be.

Vannak olyan eredmények, amelyek a kisérlet akdrhany megismétlése utan
sem jelenhetnek meg, azokat lehetetlen eseményeknek nevezziik. A kockadobasnal
sohasem jelenhet meg hetes vagy nyolcas (ha szokvanyos kockardél van szd), és a
céllovésnél a fenti feltételek mellett sohasem megy el a goly6 a tabla mellett.

Az ellentétes esemény

Valamely esemény bekoévetkezése egyéb események megjelenését kizarhatja
vagy sem. Példaul a kockadobas esetében, ha az események a kett6vel oszthaté és
a harommal oszthat6 szamok megjelenésére vonatkoznak, akkor hatos dobas
esetén mindkét emlitett esemény egyszerre kovetkezik be. Mas esetben valamely
esemény bekovetkezése kizarja egy masik esemény bekovetkezését, példaul ha
paros szamot dobtunk, akkor az biztosan nem paratlan. Az esemény be nem
kovetkezésének az eseménye az el8bbi ellentétes eseménye, masképpen
komplementer eseménye vagy ellentettje. Ha a vart esemény hatos dobasa, akkor
annak ellentétes eseménye az egyes, kettes, .. 0Otos dobdsdnak elemi
eseményeibdl Osszetett esemény lesz. Ha a céllovésnél az esemény a céltabla
kozepét jelold korrel elhatdrolt teriilet eltaldlasa, akkor az azzal ellentétes
eseményt a lovedék barmely mas pontba torténé becsapddasa jelenti (tehat az,
hogy nem talaltuk el a tabla kdzepét).

Az eseményeket kiilonb6z6 moédon, példaul betlikkel jelolhetjiik (A, B, C
stb.). Az ellentétes (komplementer) esemény jelolése feliillvonassal, a tagadas
jelével torténik: A ellentétes eseménye A. A céllovés eseményeit grafikusan is
szemléltethetjiik: legyen H az eseménytér, vagyis a céltabla feliilete. Jelolje A a
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céltabla kozepét jelents kor pontjainak halmazat, ekkor A a kérén kiviili pontok
halmaza lesz (1.1. abra).

!

1.1. abra. Eseménytér, esemény és ellentétes (komplementer) esemény:
ha nem taldltuk el a kért, akkor mellél6ttiink

Egyesitett esemény

Ha két esemény (pl. A és B ) valamelyikének bekdvetkezésére varunk, akkor a
vart eredményt az két esemény egyesitett eseményének vagy unidjanak nevezzik.
Példaul ha a vart esemény ,egyes vagy hatos dobasa”, ahol az egyes dobasat A-
val, a hatos dobast pedig B -vel jeldljiik, akkor az ,egyes vagy hatos dobas”
eseménye C=AUB, ami A és B egyesitett eseménye. Az , A vagy B” eseményt
a kettd dsszegének is nevezik és akképpen is jelolik: C= A+B.

A céllovésnél jelolje B az alsd, a céltabla kozepét jelentd kort részben takaro
idomot alkoté pontok halmazat. Tegylik fel, hogy a 16vés jonak szamit, ha e két
idom valamelyikébe beletaldlunk. Ennek bekdvetkeztét az jelenti, amikor a két
idom pontjainak C = AUB egyesitett halmazaban van a talalat (1.2. dbra).

1.2. Abra. Egyesitett események (események unidja):
a lovés jonak szdmit, ha eltaldltuk a kort vagy az alatta levd, azt részben dtfedd idomot
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Események keresztmetszete

Ha két esemény egyiittes bekovetkezését varjuk, akkor a vart eredményt a két
esemény keresztmetszetének (vagy metszetének) nevezziik. Illyen a kockadobasi
kisérlet vizsgalatakor mar emlitett kett6vel (az A esemény) és hiarommal
oszthaté szamok (a B esemény) figyelésének esetében a hatos megjelenése:
C=AnNB, ami a kett6 keresztmetszete. Az ,A és B” eseményt a Kkettd
szorzatdnak is nevezik, masik jelolése: C=A-B.

A céllovésnél tegyiik fel, hogy a kitlind eredményt az jelenti, amikor az A és B
idomok egymast fedd részébe, a D= AnB keresztmetszetébe esik a talalat (1.3.
abra).

1.3. abra. Események keresztmetszete:
kitiind eredménynek szdmit, ha a két idom egymadst fedd részét taldljuk el

Események implikaciéja

Ha A egy olyan esemény, amelynek bekovetkezése egyuttal a B esemény
bekovetkezését is jelenti, akkor azt mondjuk, hogy A bekovetkezése maga utdn
vonja (implikalja) B bekovetkezését, és ezt a tényt Ac B moddon jeloljiik.
Az A — B jelolés a két esemény esetleges egyenléségét is jelenti. Tegyiik fel, hogy a
kockadobalasnal az A esemény példaul a megjelend 2-es szam, B pedig az, hogy
a megjelend szam paros. Ez azt jelenti, hogy A bekovetkezése (az, hogy kettest
dobtunk) maga utan vonja B bekdvetkezését is (mivel paros szamot dobtunk).

Céltablas példanknal a célkor belsejében jeloljiink ki egy szlikebb kort, amelyet
jeloljiink F -fel. Ha ebbe beletalalunk, akkor biztosan beletalaltunk az A -val jel6lt
nagyobb korbe is, tehat F < A. Geometriai interpretdldsa szerint az F kor
pontjainak halmaza az A kor pontjainak egy részhalmaza (1.4. abra).
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H L Fod

1.4. dbra. Események implikdcidja:
ha eltaldltuk a kisebb kért, akkor a taldlat biztosan a nagyobb kér belsejére esik

Ugyanigy AcH, BcH, DcA é DcB, és igy tovabb. Ugyanitt
észrevehetjiik, hogy ha F < A, akkor az F > A esemény abban és csak abban az
esetben lehet igaz, ha a két halmaz egyenlé: A=F .

Események kiilonbsége

Két esemény, A és B kiilénbségén azt az eseményt értjiik, amikor az A
esemény bekovetkezik, de B nem: G=A-B. Ha a kockadobdsnal az A esemény
paros szam dobdasa, B pedig hatos dobasa, akkor a kett6 kiillonbsége kettes vagy
négyes dobdasa lesz: ezek ugyan paros szamok, akarcsak a hatos (tehat A
bekovetkezik, ami hatos dobasnal is bekovetkezne), de mivel nem hatost dobtunk,
a B nem Kkovetkezett be. A kiilonbség idegen eredetii széval torténd
megnevezése: ,differencia”.

H _K=4-B

1.5. abra. Események kiilénbsége:
a kor felsé részét - és nem az alsét - taldltuk el, ha a taldlat nem a nagyobb idom belsejére esik

Céltablas példanknal az események kiilonbségét mar az els6 abran hasznaltuk,

ugyanis az A esemény bekovetkezésének A ellentettjét a H halmaz (az
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eseménytért jelentd pontok) és az A halmaz kiilonbsége jelenti. Egyébként e
kiilonbség az A halmaz H -ra vonatkoztatott komplementer halmazanak
definiciéja. Tovabb4, a masodik dbran A és B kiilonbségét a felsd félhold alaku
teriilet jelenti (vagyis hogy a talalat oda esik, 1.5. abra).

Az események keresztmetszetének (szorzatdnak) segitségével két esemény
kiilonbsége két esemény szorzataként is megadhaté: A—B=ANB, tehat a
kilonbségképzés szigorian véve nem elemi miivelet.

Osszetett események

Az elemi miveletekkel tovabbi 6sszetett eseményeket is definidlhatunk. Egy
tétel szerint minden olyan esemény, amely nem lehetetlen és nem elemi esemény,
egyértelmiien felirhaté meghatarozott elemi események 6sszegeként.

Ilyen Osszetett eseményt takar példaul a magyar nyelvili szakirodalomban
ritkdbban el6fordulé szimmetrikus kiilonbség (szimmetrikus differencia) fogalma:
két esemény szimmetrikus kiilonbségén azt az eseményt értjiikk, amelyik nem
tartozik a két esemény keresztmetszetébe:

AAB = (A-B)U(B—A)=(AUB)—(ANB). (1.1)

Alogikdban ez a ,kizaré vagy” miiveletnek felel meg, és az operatora , ®”.

Ha a kockadobasnal A a paros szdm megjelenésének eseménye, B pedig a
harommal oszthat6é, akkor a két esemény szimmetrikus kiilonbsége a kett6vel
vagy harommal oszthatd, de nem a kett6vel is és harommal is oszthaté szamok
megjelenése (vagyis az lehet 2, 3 és 4).

A céllovésnél az 1.6. dbran az AAB eseményt a szines idomok egymast 4t nem
fedd részére esé taldlat jelenti.

H .S - JAB

a

1.6. Abra. Események szimmetrikus kiilonbsége:
a taldlat a kér vagy a nagyobb idom belsejére esik, de nem a kettd dltal dtfedett tertiletre
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Az eseményekkel végzett miiveletek tulajdonsagai

Fontos ismerniink az emlitett miiveletek tulajdonsagait, igy az események
O0sszeadasa és szorzasa, akarcsak a szamok 0sszeadasa és szorzasa, kommutativ:
AUB=BUA,illetve ANB=BnNA; (1.2
és asszociativ:
Au(BuUC)=(AuB)uUC,illetve AnN(BNC)=(ANB)NC; (1.3)

a szorzas pedig disztributiv az 6sszeadasra nézve:

ANn(BuUC)=(AnB)U(ANC); (1.4)
a I lehetetlen esemény az 6sszeadasra vonatkozdlag semleges elem:
Avd=A; (1.5)
és a szorzasra nézve zéruselem:
AND=J; (1.6)
az E biztos esemény pedig a szorzasra vonatkozdlag egységelem.
ANE=A. (1.7)

A szamokkal végzett algebrai miiveletek tulajdonsdgain tdlmenden az
eseményekkel végzett miliveleteknek van egy par sajatsagos tulajdonsaguk, igy az
események dsszeadasa és szorzdsa idempotens mivelet:

AUA=A, illetve ANA=A; (1.8)
az 6sszeadas pedig disztributiv a szorzasra nézve:
Au(BNnC)=(AuB)n(AuUC), (1.9)
valamint
AUE=E. (1.10)

A komplementer esemény meghatarozasabol kovetkezben:

A=A, AUA=E, AnA=0. (1.11)
A fentiek alapjan egyéb tulajdonsagokat is el6allithatunk. Nevezetesek a De
Morgan-féle egyenletek:

AUB=ANB és ANB=AUB; (1.12)
gyakran hasznalt képletek pedig a miiveletek disztributivitasabol ered6
AU(ANB)=A és An(AUB)=A (1.13)
egyenlGségek, valamint az 6sszeadanddkra bontas:
A=(AnB)U(ANB). (1.14)
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Az A és a B eseményeket egymdst kizdré eseményeknek nevezziik, ha
ANB =. Eszrevehetjiik, hogy az elébbi 6sszeadandékra bontasnal az dsszeg két
tagja egymast kizar6 események.

A kivondsra és az implikaciéra vonatkozéan kénnyen beldthatjuk, hogy azok
nem kommutativ miiveletek. Az is belathatd, hogy mivel Au A=E,

E-A=A. (1.15)

Mint mondtuk, az események Kkivondsat szorzattd is alakithatjuk:
A-B=AnNB. Haitt A az E biztos esemény és B a & lehetetlen esemény, akkor
e szorzatta alakitasbol kovetkezik, hogy

E-O=E=0. (1.16)
Hasonléképpen, ha A is, és B is biztos esemény, akkor
E-E=Q@=E. (1.17)

Kovetkezésképpen a biztos esemény és a lehetetlen esemény egymas
komplementerei, forditottjai.
A halmazokra vonatkoz6 ismereteink alapjan felirhaté még:

ANBc Aés AnBcB (1.18)
(ezek egyidejiileg érvényesek).

Teljes eseményrendszer
Az AL A, ... A események teljes eseményrendszert alkotnak, ha azok paronként
egymast kizar6 események (azaz barmely i= j-re AnA =), és egyesitésiik a

biztos eseményt eredményezi (azaz AUA U..UA = U A=E). A teljes

i=1
eseményrendszert alkoté események szama végtelen nagy is lehet.
Ezek alapjan az A esemény és annak ellentétese A, egymast kiegészitve, egy
teljes eseményrendszert alkotnak (ezért nevezik A-t komplementer
eseménynek).

I. Excel-szimulacio

A Kkockadobas kisérletét szamitégéppel, a Microsoft Excel tablazatkezel6
programmal kénnyen szimulalhatjuk:

1. Jeldljlink ki két cellat, amelyek a bemeneti adatokat fogjak tartalmazni. Ezek:
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-az el6fordulé legkisebb érték (kockadobas esetében ez 1), az AZ-es
cellaban;

-az el6forduldé legnagyobb érték (kockadobds esetében ez 6), az A5-0s
cellaban.

2. A B2 cellaban hozzunk létre egy x véletlenszamot, a megadott legkisebb és
legnagyobb értékek kozott. Ez lesz a kockadobas eredménye.

A véletlenszdmokat a RAND() fiiggvénnyel lehet generdlni. Az Excel a
véletlenszamokat egy bizonyos numerikus eljaras szerint hozza létre. Az igy nyert
valés szamok a [0,1) intervallumon egyenletesen oszlanak meg, tehat elméletileg
azonos valészinliséggel el6forduld szamok. Ezek a szamok nem teljesen
véletlenek, csak véletlenszer(, ,pszeudovéletlen” szidmok sorozatidbdl valok,
azonban ez a sorozat annyira hossz, hogy gyakorlatilag nem fogunk ismétl6dé
értékeket kapni.

Ha a megadott legkisebb és legnagyobb értékek kozé esé véletlen egész
szamokat akarunk létrehozni, a BZ-es celldba a Kkovetkez6 fliggvényt Kkell
beirnunk:

=$A$2+INT((1+$A$5-$A$2)*RAND()), (1.19)
miszerint oda az

x =min+ Int[(1+max—min)-rnd] (1.20)
egész szam Kkeril. Mivel az rnd pszeudo-véletlen szam a [0,1) intervallumon
vehet fel értékeket, az egészrész-fiiggvény argumentuma a [0,1+max—min)
intervallumra korlatozédik. Igy az Int() fiiggvény 4ltal visszatéritett érték egy 0 és

max —min kozott levd egész szam lesz, amelyhez ha hozzaadjuk a min értéket,
akkor egy min és max kozé esé egész véletlenszamot kapunk, beleértve a két
hatarértéket is.

3. Definialjunk két eseményt:
—a D1 celldban,, A” - a kapott véletlen szdm paros:

=IF(MOD($B$2,2)=0,TRUE,FALSE); (1.21)
—-a D2 celldban ,, B ” - a kapott véletlen szam harommal oszthat6;
=IF(MOD($B$2,3)=0,TRUE,FALSE). (1.22)

4. E két eseménnyel adjunk meg tovabbiakat, példaul:
- a D4 celldban ,, A” komplementer eseményét (a véletlen szam paratlan):
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=NOT(D1); (1.23)
-a D5 celldban ,A” és ,B” egyesitett eseményét (a véletlen szam paros
vagy hdrommal oszthat6):
=0OR(D1,D2); (1.29)
-a D6 celldban ,A” és ,B” keresztmetszetét (a véletlen szam paros és
harommal oszthatd):
=AND(D1,D2); (1.25)
-a D7 celldban ,A” és ,B” kiilonbségét (a véletlen szdm paros, de nem
oszthaté harommal):
=AND(D1,NOT(D2)); (1.26)
és igy tovabb folytathatjuk tetszés szerint (1.7. dbra).

5. Ha 4j szdmot akarunk , dobni”, a szamit6gép billenty(izetén nyomjuk meg az
F9 gombot: ekkor az Excel frissiti a celldk tartalmat, és minden frissitéskor a
RAND() fiiggvény egy Gjabb értéket ad vissza.

A B C D I

1 |Legkisebb érték X "A" esemény: pdros szam  FALSE
2 1 1 "B" esemény: oszthatd hdrommal FALSE
4 Legnagyobb érték "A" komplementer eseménye: paratlan szdm  TRUE
5 6 "A" &s "B" egyesitett eseménye: paros vagy oszthato harommal  FALSE
6 "A" és "B" keresztmetszete: paros és oszthato harommal  FALSE
7 "A" és "B" killonbsége: paros, de nem oszthato harommal  FALSE
a

g

1.7. abra. Kockadobds szimuldldsa Excelben
Kombinatorika

A val6szinliségszamitashoz sziikséges lehet események, elemek véges
halmazanak valamilyen szabdly szerinti rendezésére, példaul olyan kérdések
megvalaszolasara is, hogy n egymastél kiillonb6zé elem hanyféle egymastol eltérd
moédon rendezhetd sorba. Ezek a szamitdsok a kombinatorika targykoréhez
tartoznak. Diéhéjban:

n egymastol kiilonbozé elem sorba allitdsakor a lehetséges egymastol
kiilonbo6z6 elrendezések, ismétiés nélkiili permutdciok szama

P =nl=n-(n-1)-(n-2)-..-2-1, (1.27)
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amit altalaban csak permutaci6é néven emlitiink (érdemes megemliteni, hogy nulla
elem permutdcidéinak szdma 0!=1). Példaul az abécé elsé harom betljét hat
kiilonb6z6 moédon lehet sorrendbe allitani (P, =3!=6):

abc-acb-bac-bca-cab-cba.

Ha a sorba allitand6 n elem kozott k egyforma, akkor az egyforma elemek
felcserélésével nem jutunk udjabb elrendezéshez. Az egymdastol kiilonbozo
elrendezések, ismétléses permutdcidk szamat a

. _n!

"okl
hanyados adja. Példaul harom betfit, amelybdl ketté6 azonos, haromféle médon
lehet elrendezni (P? =31/2!=3):

(1.28)

abb-bab-bba.

Ha az el6bbi, ismétlés nélkiili permutaciék sorozatidban c-t b-vel
helyettesitettiik volna, akkor a hat elrendezés kozott harom ismétlédést
lathatnank.

Ha az n elem mind egyforma, akkor azokat csak egyféle m6don allithatjuk
sorba.

Ha az n elem kozott egymastol eltéré elemek ismétl6dését tapasztaljuk
(példaul az egyik fajtabol k , egy masikbol pedig k, darab van a halmazban, és igy

tovabb, n=k, +k, +...), akkor az ismétlédéses permutaciok képletét a kovetkezd

moédon altalanosithatjuk:
prke. — M (1.29)
" k bk, b
Amikor n egymastél kiilonbozdé elem halmazabél kiragadunk k elemet, az
egymastol eltéro lehetdségek szama az ismétlés nélkiili kombindciék szama adja:
1
ck-—1" | (1.30)
" kk(n=k)!
amit altaldban csak kombinacié néven emlitiink. A k elem sorrendje itt nem
szamit. Amennyiben k=n, csak egy lehetdségiink van, mert a kiragadott
részhalmaz a forrdshalmazzal azonos. Ha a kiragadott részhalmaz kisebb, akkor a
lehet6ségek szdma novekedik. Példaul az abécé els6 harom bet(ijébdl harom,
egymastol kiilonboz6, kétbetiis kombinaciot tudunk alkotni
(CZ =3V[2L(3-2)1=3):
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ab-ac-bc.

Amikor az n egymastdl kiillénb6z6 elem halmazabol ugy ragadunk ki k elemet,
hogy megengedjiik ugyanannak a kiragadott elemnek a tobbszori el6fordulasat is,
a lehet6ségeket az ismétléses kombindcidk szama adja:

i _ (ntk-Dt (1.31)

" kL(n-1!
Ez az eset a visszatevéses mintavételezésnél fordul eld: az egymastdl kiilonbozd
mintdk halmazdbdl a kombinacié képzése soran ugyanazt az elemet tobbszor is
kivehetjik (és a kivétel utan vissza is tessziik az eredeti halmazba). Példaul az
abécé els6 harom bet(ijéb6l hat egymastdl kiilonbozs, de ismétléseket is
tartalmazd, kétbetlis kombinaciot tudunk alkotni
(CH=@+2-)V[2+(3-)"=6):

aa-ab-ac-bb-bc-cc.

Amikor n egymastol kiillonb6z6 elem halmazabdl kiragadunk k elemet, a
kiragadott elemek sorrendjét is tekintetbe vevd, egymdstdl eltéré lehetdségek
szama az ismétlés nélkiili varidciék szama adja:

vk (1.32)
" (n-k)!

amit altalaban csak variacié néven emlitiink. Itt tehdt a kombinaciétél eltéréen a

k elem sorrendje is szdmit. Amint az 1.20. és az 1.29. képletek 6sszevetésébdl is
kideriil, a varidciok szadma a lehetséges kombinaciok permutacidéinak Osszes
szamaval egyenld, tehat
VS =C-P. (1.33)
Az abécé els6 harom betlijébdl alkotott kétbetlis variacidk szama hat (a képlet
alkalmazasaval V;? = 31/(3-2)!=6):
ab-ba-ac-ca-bc—-cb.
Amikor az n egymastdl kiillonb6z6 elem halmazabél igy ragadunk ki k elemet,

hogy megengedjiik ugyanannak a kiragadott elemnek a t6bbszori el6fordulésat is,
az ismétléses varidcidk szama:

V< =nk. (1.39)

Ez az eset is a visszatevéses mintavételezésnél fordul el6, az ismétléses
kombinaciotdl eltéréen a kiragadott elemek ismétléses permutacioit is figyelembe
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veszi. Az dbécé els6 harom bet(ijébdl kilenc egymastdl kiillonboz6, de ismétléseket
is tartalmazo kétbetlis variaciét tudunk alkotni:
aa-ab-ba-ac-ca-bb-bc-cb-cc.

Amikor az n elem halmazdbél k elemet kiragadva ismétlés nélkiili
kombinacidkat vagy variacidékat képeziink, és az n elem ko6zott ismétlédok is
vannak, akkor a lehetdségek szdma csOkken. A lehetséges kombinacidék és
variaciék szamat olyan mdédon tudjuk kiszamitani, hogy az n elem koziil
eltavolitjuk az ismétl6déseket. llyenkor a nem ismétl6dé elemek szama nem lehet
kevesebb a kombinacidt, illetve a variaciot alkoté elemek k szamanal. Példaul ha
az ismétlédést tartalmazé abbc sorbdl szeretnénk ismétlédés nélkiili
kombindaciékat vagy varidciékat alkotni, akkor el6szor el kell tavolitanunk a
megismételt b betiit.

Ha dobékockakkal akarjuk példazni mindezt, akkor vegyiink hat kockat:

- ha minden kockdn mas szam van, akkor a kockakat az asztalon

P, =6!1=720 (1.35)

-féleképpen tudjuk sorba rendezni;
- ha két kockan ugyanaz a szam fordul el6, de a tobbi egymastol kiilonbozo,
akkor a lehetséges elrendezések szdma csak

6!

PG2 =--320; (1.36)
2!
- ha csak harom kockan el6fordulé kiilonb6z6 szamokat figyeliink, 6sszesen
1
ci-—% __9 (1.37)
3L(6-3)!

tarsitasban jelenhetnek meg;
- ha az iménti esetben a sorrendet is szamitasba vesszik, akkor 6sszesen
|
-8 159 (1.38)
(6-3)!
elrendezést allithatunk ossze;
-ha a megfigyelt hdrom kockdn a szadmok tOobbszori megjelenését is
megengedjiik, akkor a lehetséges tarsitdsok szama
_ |
coi = (6+3-1)! _ 56
3L(6-1)!

(harom kocka dobasanak 56 lehetséges kimenete van);

(1.39)

- az utébbiakat pedig
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1. Alea iacta est...

V> =6° =216 (1.40)
-féle mdédon tudjuk sorba allitani (ha a harom kockat egymas utdn guritjuk el,
akkor 216 lehetséges elrendezésben jelennek meg a szamok).

Binomialis egyiitthatok

Az (1+x) binom n-edik hatvianya egy n-ed-rend(i polinom. E polinom x*
tagjanak egytitthat6jat tobbféleképpen is fel lehet irni, az egyik lehet6ség éppen az
ismétlés nélkiili kombinaciok képletével azonos. A valdszinliségszamitasban

gyakran fordul el6 a kombinacionak binomialis egyiitthatéként torténd felirasa. A
binomialis egyiitthatok egyezményes jel6lése

n
(kJ, (1.41)

__nt (M, 1.42
Cr kb (n—k)! [kJ (142)

amivel
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2... DE MELYIK OLDALARA ESIK?

Véletlen események

Az el6bbi fejezetben két olyan kisérlettel példaléztunk, amelynek kimenetét
nem lehet pontosan megjosolni: a kocka elvetését megel6z6en nem tudhatjuk,
hogy az végiil is melyik oldalara esik, és a céllovésnél sem tudjuk pontosan
megjosolni a 10vés leend6 helyét (még akkor sem, ha a fegyvert egy merev
allvanyra szerelve siitjiik el). Ennek oka az, hogy a megfigyelés alatt allé
jelenségek bonyolultsaga miatt azokat egzakt matematikai modellel nem irhatjuk
le, és emiatt a kisérlet eredményét sem tudjuk el6re kiszamolni.

Az el6bbi fejezetben definidltuk a kisérlet kimeneteként kapott elemi
eseményeket, valamint az elemi eseményekkel dsszetett eseményeket épitettiink
fel, és azok tulajdonsagait is meghataroztuk. Mindezen tudis azonban nem
elegendé annak megallapitdsdhoz, hogy a kisérlet eredménye melyik elemi vagy
Osszetett esemény lesz. A tapasztalat azt mutatja, hogy e kisérletekben, azok
azonos koriilmények kozotti megismétlésénél, a lehetséges kimenetek koziil
véletlenszer(ien bukkan el6 egy-egy eredmény.

A kockadobaskor, ha elég nagy szamu guritast végziink, az 1-6 szadmok
mindegyike el6 fog fordulni, méghozzad ha becsiiletesen jatszunk, és nem
befolyasoljuk valamilyen médon a varhaté eredményt, e szamok nagy vonalakban
azonos gyakorisaggal fognak szerepelni.

II. Excel-szimulacid

Excelben, az el6bbi fejezetben leirt szimuldci6 alapjan a kovetkezéképpen
modellezhetjiik a kockadobds sorozatat:

1. Egy lires lapon hozzunk létre 1-t61 10000-ig szamozott cellakat, célszer(ien a
B oszlopban. Ez egy legtobb 10000 dobasbdl allé sorozat szimuldldsahoz lesz
elegendd.

Gondoskodjunk arrdl, hogy az oszlop masodik celldja legyen kivalasztva (BZ2),
az elsé sort ugyanis fejlécként fogjuk hasznalni. Irjunk be ebbe a cellaba egy ,1”-
est.

A ,Home” meniiszalagon valasszuk ki a ,Fill” listdbdl a ,Series” tételt (2.1.
abra), majd toltsiik ki a megjelend tablazatot a 2.2. dbra szerint.
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Az ,,0K” gomb megnyomasa utan a tablazatnak a kivalasztott cellat tartalmazé
oszlopa szamokkal telik fel 1-t61 10000-ig, folyamatos szdmozast hozvan igy létre.

2. ]Jeloljiink ki hdrom cellat, amelyek a bemeneti adatokat fogjak tartalmazni.
Ezek:

-adobasok N szama, az A2-es cellaban;

-az el6fordulé legkisebb érték (kockadobas esetében ez 1), az A5-0s
cellaban;

- az el6fordulé legnagyobb érték (kockadobds esetében ez 6), az A8-as
cellaban.

1£—31

2 AutoSum ~ A
EI [%] Fill - zY H

Format Cock Ri_Eind By

- I

Up
[l Left
Q T
Series...
Justify
EE' ElashFill

2.1. abra. Fill”, ,Series”

Series ? *
Series in Type Drate unit
OBows @I__inear Day
(®) Columns () Growth Weekday

() Date Month
() AutoFill Year
[ 1rend
Step value: |1 Stop value: | 10000

2.2. abra. Bedllitdsok, adatok a kitoltéshez

3.A C oszlopban hozzunk létre N véletlenszamot. Ehhez irjuk be a C2-es
celldba a kovetkez6 fiiggvényt:

=IF(B2<=$A$2,RAND(),""), 2.1)
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ahol az IF fiiggvény altal megvizsgalt feltétel az, miszerint a cella sorszdma nem
haladja meg az N paraméterrel megadott értéket (ellenben a cella iires marad).
Masoljuk at ezt a képletet az oszlop tobbi megszdmozott cellajaba: ezt a
legkdnnyebben a cella jobb alsé sarkara val6é dupla kattintassal tehetjiik meg (a
jobb alsé sarkon az egérkurzor egy fekete keresztté valtozik - 2.3. dbra).

c2 - fr || =IF(B2<=3A32,RAND(),"")
A B c D E
1 N n Fehér szam
2 | 100 | 1 | o0.691920673)
3 2 |
4 Legkisebb értéek 3
5 1 4
6 5
7 |Legnagyobb érték 6
8 6 7
9 8
9

=1

=
(=]

2.3. abra. Képlet dtmdsoldsa

Az igy nyert valés véletlenszamok a [0,1) intervallumon egyenletesen oszlanak

meg (a tablazatban ,fehér” szamok név alatt - ez a megnevezés a kés6bbiekben
ismertetett , fehér zaj” fogalmabdl szarmazik).

4.A C oszlop fehér szamaib6l hozzunk létre a megadott legkisebb és
legnagyobb értékek (1 és 6) kozé es6 véletlen egész szamokat. Ehhez irjuk be a
D2-es cellaba a kovetkez6 fliggvényt:

=IF(C2="","",$A$5+INT((1+$A$8-$A$5)*C2)), 2.2)
miszerint ha a C oszlopban van adat (azaz a cella sorszdma nem haladja meg az N
paraméterrel megadott értéket), akkor oda az

X =min+ Int[(1+max—min)-rnd | (2.3)

egész szam keril, ahol min az A5-0s celldban levd legkisebb, max az A8-as
cellaban levé legnagyobb érték, és rnd a C oszlopban szerepld fehér szam. A
képletet masoljuk at az oszlop tobbi cellajaba.

5. Az E2 cellaba irjuk be az els6 lehetséges el6fordulé értéket (,=A5", ez az A5
celliban szereplé szam), majd az FZ celldban hatdrozzuk meg azt, hogy ez
hanyszor fordul el6 a sorozatban. Ezt a kévetkezd képlettel tudjuk elvégezni:
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=IF(E2="","",COUNTIF($D$2:$D$10001,E2)). (2.4)
6. Az E3 cellatdl lefelé az oszlopot toltsiik ki a tobbi lehetséges értékkel:
=IF(AND(E2<$A$8, E2<>""),E2+1,""), (2.5)

a képlet atmdsolasaval (csak az A8 celldba beirt legnagyobb értéknek megfeleld
szamu celldban fog adat megjelenni), majd masoljuk at az F2 celldban levd
képletet is.

Az eredmény a 2.4. dbran lathat6. Az F9 gombbal a véletlenszamokat
frissithetjiik.

A B C D E F
N n Fehér szam X Lehetséges értékek Absz. gyakorisag
2 100 1 0.117484522 1 1 12
3 2 0.214035551 2 13
4 | Legkisebb érték 3 0.701354614 5 3 15
5 1 4 0.186501233 2 4 17
6 3 0.06768441 1 3 22
7 |Legnagyobb érték 6 0.264276872 2 6 15
8 7 0.34766337 3
9 8 0.200675195 2
10 9 0.656334289 4
1 10 0.605311968 4

2.4. abra. Kockadobdsok sorozata

A céllovésnél némileg eltéré dolgot tapasztalunk, az eredmények (a 16vések)
most is szorédnak, de azok valahol a tabla kézepén tomoriilnek. Ez utébbi esetben
mar nehezebb szamokkal Kkifejezni a dolgot, ilyenkor példdul a tabla
kozéppontjabdl egymastdl egyenld tavolsagra koncentrikus koroket rajzolhatunk,
és igy azt kisebb teriiletii részekre osztjuk. Megszamoljuk, hogy egy-egy ilyen
gylri alaka rész, illetve a legbels6 kor belsejébe hany talalat esik, és igy
szamszerlen Kkifejezhetjiik a taldlatok gyakorisagat (masként: a végtelen sok
pontbdl all6 tartomanyt véges szamu résztartomanyra osztjuk, és azt figyeljik,
hogy a kisérlet kimenete melyik résztartomanyba esik).

III. Excel-szimulacio

Mivel a céltabla eseménytere kétdimenzids, egyszerlsitsik a feladatot
akképpen, hogy a taldlatnak csak a kozépponttél szamitott x fliggbleges
tavolsagat vesszik figyelembe (a céltdbla kozépvonala alatt ezt negativnak
tekintjiik). [gy egy egydimenziés véletlen eseményhez jutunk.
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A teljesebb korli szimulaci6 a talalatok vizszintes iranyu szorasat is figyelembe
kell vegye, valamint azt a tényt, hogy a 16vések nem a céltabla kozepe, hanem egy
fegyvert6l és lovésztdl fliggd kozéppont koriil tomoriilnek.

1. Egy ilires lapon hozzunk létre 1-t61 10000-ig szamozott celldkat a B
oszlopban, ahogyan azt a kockadobas-sorozat szimulalasa esetében tettiik.

2.Az A2-es cella a 1ovések teljes N szamat fogja tartalmazni, az A5-6s pedig
azoknak a legtavolabbi talalatok k6zotti, azonos hosszisagu intervallumoknak a k

szamat, amelyek szerint a tavolsag fliggvényében fogjuk megadni a taldlatok
szamat.

3.A C oszlopban hozzunk létre N véletlenszadmot, a kockadobds-sorozat
szimuldlasa soran alkalmazott eljarassal.

4.A C oszlopban szerepl§ szamok egyenletesen oszlanak meg a [0,1)

intervallumon, a l6vések pedig a céltdbla kozepe koriil slirlisodnek: emiatt az
elébbiekre tamaszkodva a 4.3. fejezet végén ismertetett Box-Miiller-eljaras
alapjan, a valédi jelenséget jobban utdnozo véletlen szamokat hozunk létre:

X, =-2-Inrnd, +cos(2-z-md.,,) (2.6)
és

X., =+[~2-Inrnd; +sin(2-z-rnd, ), (2.7)
amelyek felhasznalasaval a C oszlop két egymast kovetd cellajabol kiolvasott rnd,
és rnd,,, értékekkel szamitjuk ki a D oszlop véletlen szamait. Ehhez a D2 cellaba
irjuk be a kovetkez6 képletet, majd masoljuk azt at az oszlop tobbi celldjaba is:

=IF(MOD(B2,2)=0,IF(C2="","",SQRT(-2*LOG(C1))*SIN(2*PI()*C2)),
[F(C3="","",SQRT(-2*LOG(C2))*COS(2*PI()*C3))). 2.8)
5. Az A8-as celldban hatarozzuk meg a D oszlopban el6fordulé véletlen szamok
minimumat:

=MIN(D2:D10001), 2.9
az A11-ben pedig azok maximumat:
=MAX(D2:D10001). (2.10)

6.Az el6bbi pontban megallapitott szélsGértékekkel, valamint az
intervallumoknak az A5-6s cellaba beirt értékeivel allapitsuk meg azok hatdrait.
Ehhez az EZ2-es cellaba irjuk be a legkisebb értéket (=A8), ami az els6 intervallum
alsé hatarértéke. A fels6 hatarértékhez az F2-be irjuk be a kdvetkezd képletet:
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=IF(E2="",""E2+($A$11-$A$8)/$AS5). (2.11)
Ez utébbi az als6 hatarértékhez (ami az EZ celldban van) hozzdadja a maximum és
a minimum Kkiilénbségének és az intervallumok szdmanak hanyadosaként
kiszamitott 1épést.
Ezutan az E3-as cellaba irjuk be az
=IF(AND(F2<$A$11,E2<>""),E2+($A$11-$A$8)/$A$5,"") (2.12)
képletet, amely lépteti az intervallum alsé hatarértékét, amennyiben az elébbi
sorban szerepld intervallum felsé hatarértéke még nem érte el a maximumot.
Az E3 és az F2 cellak képleteit masoljuk at az oszlop tobbi cellajaba.

7.Az intervallumok hatarértékeivel meghatarozzuk azok kozepét, a G
oszlopban. A G2-es celldban:
=IF(E2="","",(E2+F2)/2), (2.13)
majd masoljuk at a képletet az oszlop tobbi cellajaba.

8.A H oszlopban meghatdrozzuk a D oszlop véletlen szamainak
intervallumonkénti gyakorisagat. A H1 cellaba irjuk be a kovetkezd fliggvényt:
=IF(E2="","",COUNTIF($D$2:$D$10001,"<="&F2)), (2.149)
(ez megszamolja az els6 intervallum fels§ hatarértékénél nem nagyobb elemek
szamat), az alatta levbe pedig a kovetkez6t:
=IF(E3="","",COUNTIF($D$2:$D$10001,"<="&F3)-
COUNTIF($D$2:$D$10001,"<="&F2)). (2.15)
Masoljuk at ezt a képletet is az oszlop tobbi celldjaba.
Az eredményt a 2.5. dbran lathatjuk. Ebben az esetben is az F9 gombbal
frissithetjiik a véletlenszamokat.

Abszolut és relativ gyakorisag

A Kkisérletek sokszori megismétlése utdn bizonyos szabalyszeriiségekre
figyelhetiink fel, amit az elemi események gyakorisagaval irhatunk le. Tegytik fel,
hogy m kisérletet végziink, és az m kisérlet alatt valamelyik A esemény
bekovetkezéseinek szama m, - ezt egyébként az esemény abszolit

gyakorisdganak nevezziik. Ez a szam 0 és m kozott lehet (az el6bbi esetben az A
esemény sohasem kovetkezett be a kisérletek sordn, az utébbiban pedig minden
kisérlet eredménye az A esemény volt).
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el6bb emlitett két lehet6ségnek megfeleléen. E mennyiséget gyakran szazalékban
fejezziik ki.

A nagy szamok torvénye

Az abszolut gyakorisag értéke az elvégzett kisérletek szamatol fligg, a relativ
gyakorisag pedig ugyan fligghet az elvégzett kisérletek tényleges szamatdl, de az
megfigyelhet6en egy kozépérték koril ingadozik, stabilan. Minél nagyobb szamu
kisérletet végziink, a relativ gyakorisdg annal Kkozelebb lesz ehhez a
kozépértékhez: ez a tapasztalati tény a nagy szdmok (tapasztalati) térvénye.

A kockadobdlasnal a tapasztalat szerint barmely szam relativ gyakorisaga 1/6
koril van (tehat a jatékokban a tovabblépéshez sziikséges hatos dobas egyaltalan
nem ritkdbb példaul az 6tés dobasoknal), viszont a céllovésnél, mint mar
kijelentettiik, a 16vések szdma a céltdbla koézepe felé siirlisodvén, a taldlatok
megfeleld relativ gyakorisaga is a bels6 korok felé haladvan egyre novekszik.

Megjegyzendd, hogy ha a kocka nem teljesen szabalyos, vagy ha a puska
félrehord, akkor is megfigyelhet6 lesz bizonyos szabdalyszerliség az eredmények
megjelenésében, azonban az nem lesz azonos az elvartakkal.

Az esemény valdszinlisége
Az A eseményhez hozzarendelhetiink egy P(A)-val jeldlt szamot, amely azt a

mennyiséget jeloli, amely koril A bekdvetkezésének relativ gyakorisaga
ingadozik. Ezt a szAmot az A esemény valdsziniliségének nevezziik.
A relativ gyakorisdgoknal tett észrevételek értelmében tehat:

- valamely esemény valdszinlisége egy 0 és 1 (vagy 0% és 100%) kozotti szam;

-0 vagy 0% a lehetetlen esemény valészinlisége, 1 vagy 100% a biztos
esemény valdsziniisége;

-ha A és B egymadst kizdré események, akkor

P(AUB)=P(A)+P(B). 2.17)

Az utébbi harom Kkijelentést a valdszinliség Kolmogorov-féle axiomaiként
ismerjuk.

A megfigyelés szerint a kockadobasnal barmely szadm azonos (1/6)
val6szinliséggel jelenik meg, tehat a cimben levd kérdésre a valasz az, hogy a
kocka barmely oldalara azonos valdszintliséggel eshet (viszont azt el6re nem
tudjuk megmondani, hogy melyikre). Ha az A esemény 6-0s, a B pedig paratlan
szam dobdsa, akkor az elsé valészinlisége P(A)=1/6, a masodiké pedig
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P(B)=3/6, mivel a hat lehetséges szambdl harom paratlan (1, 3 és 5). Ezek

egymast Kkizar6 események, mivel a hatos nem pdaratlan, igy annak a
valo6szinlisége, hogy hatos vagy paratlan szdm legyen a dobas eredménye,

P(AUB)=P(A)+P(B)=1/6+3/6=4/6. (2.18)

A valé6sziniiségek tulajdonsagai

Az események tulajdonsagait és a valdszinliségek axiémait figyelembe véve, a
valo6szinliségek tulajdonsagaira is kovetkeztethetiink.

igy, ha ismerjiik valamely A esemény valészinliségét, akkor az ellentétes
(komplementer) esemény valdszintisége

P(A)=1-P(A). (2.19)

Példaul ha az A esemény 6-os dobasa (aminek a valdszintisége P(A)=1/6),
akkor annak a valészinlisége, hogy ne hatost dobjunk,

P(A)=1-P(A)=1-1/6=5/6. (2.20)

Amennyiben az A (i=1n) események egy teljes eseményrendszert alkotnak,

akkor valészintliségeik 0sszege a biztos esemény valdszin(isége:

iP(A):P(A)+P(A2)+...+ P(A)=1- (2.21)

Kockadobas esetében A -vel az i szam megjelenésének eseményét jeloljik. A

val6szinlisége i-tdl fliggetleniil 1/6. Mivel a lehet8ségek dsszessége a hat szam
megjelenésébdl all,

_26: P(A)=6-(1/6)=1. (2.22)

Kolmogorov harmadik axiémdja, miszerint P(AUB)=P(A)+P(B), csak
egymast kizaré eseményekre igaz. Példaként, ha az A esemény 1-es vagy 6-0s, a
B pedig paros szam dobdsa, akkor az els6 valésziniisége P(A) =2/6, a masodiké
pedig P(B)=23/6, mivel a hat lehetséges szdmbdl harom paros (2, 4 és 6). Ezek
viszont nem egymast kizaré események, mivel a hatos paros, igy a megjelenése
egyszerre jelenti az A és B események bekovetkezését. fgy a Kolmogorov
harmadik axiémdaja alapjan kiszamitott 0Osszeggel az egyesitett esemény
bekovetkezésének valdszinlisége nagyobb lenne a valdsagosnal, s ekképpen abbdl
ki kell vonni az A és B események egylittes bekovetkezésének a valdsziniiségét
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(2.6. abra). Igy sziiletik Kolmogorov harmadik axiémajanak altalanositasaként a
Poincaré-féle képlet:

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB), (2.23)

ahol ezuttal A és B nem zarjak ki egymast.

2.6. abra. Egymdst nem kizdro események egyesitése

Az A és B egymdstdl fiiggetlen események egylttes bekdvetkezésének
eseménye,

P(ANB)=P(A)-P(B), (2.24)
tehat példankban P(AnB)=(2/6)-(3/6)=1/6, mivel csak a hatos paros, az egyes

nem. Igy annak a valésziniisége, hogy egyes, hatos vagy paros szam legyen a dobas

eredménye,

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=2/6+3/6-1/6=4/6, (2.25)
mivel az 1, 2, 4 és 6-os szamok megjelenését varjuk az 0sszesen hat lehet6ség
koziil.

Ugyancsak két tetszbleges, A és B eseményre igaz:

P(A-B)=P(A)-P(ANB). (2.26)
Ha az A esemény paros szam dobasa (P(A)=3/6), B pedig harommal
oszthat6 szdm dobdsa (ez 3 wvagy 6 lehet, P(B)=2/6), akkor
P(AnB)=(3/6)-(2/6)=1/6 annak a valdszinilisége, hogy a szam kettdvel is és
harommal is oszthat6 legyen: egy ilyen lehetdségiink van, a 6-os szam. fgy annak a
val6szintlisége, hogy paros, de harommal nem oszthat6 szamot guritsunk:
P(A-B)=P(A)-P(AnB)=3/6-1/6=2/6; 2.27)
a kétlehetdség a 2-es és a 4-es.
Sajatsagos esetben, ha B — A, akkor az elébbi 6sszefiiggés a kovetkez6képpen
moédosul:

P(A-B)=P(A)-P(B). (2.28)
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Példaul, ha A paros szam dobasa (amire P(A)=3/6), B pedig 6-os dobasa
(amire P(B)=1/6), akkor
P(A-B)=P(A)-P(B)=3/6-1/6=2/6 (2.29)
annak a valésziniisége, hogy paros szamot, de ne hatost guritsunk (vagyis 2-est
vagy 4-est).
Tekintsiink egy nevezetes egyenl6tlenséget is:
ha Ac B, akkor P(A)<P(B). (2.30)
Példaul, ha A a hatos dobasdnak az eseménye, B pedig a paros szam
megjelenéséé, akkor ez utdbbit tobb kimenetel teljesiti, mint az elsét. A
bekovetkezése tehat csak az egyike B bekovetkezésének harom lehetséges
moédozata kozil. Emiatt a kisérletek ismételt elvégzése sordn a B esemény

nagyobb gyakorisaggal kovetkezik be az A-hoz viszonyitva, a nagy szamok
torvényének alapjan pedig P(B) haromszor nagyobb P(A)-nal.

Feltételes valdsziniiség

A tovadbbiakban vizsgaljuk meg két esemény egyiittes bekovetkezésének
val6szinliségét. Tegyiik fel, hogy egy kisérlet soran valamely B esemény abszolit

gyakorisaga m, és ugyanakkor a B eseménnyel egy idében az A esemény m, .

szamu Kisérletben fordul el6. Amennyiben m, =0, definidlhatunk egy

m,.s / Mg hanyadost, amely az A esemény B -re vonatkoztatott feltételes relativ

gyakorisdga. Azt a szamértéket, amely koriil e hdnyados stabilan ingadozik az A
esemény B -re vonatkoztatott feltételes valdsziniiségének nevezzik, és azt
P(A|B) -vel jeldljiik.

Ennek mintajara m, . az A esemény B -re vonatkoztatott feltételes abszolut

ANB
gyakorisagaként értelmezhet6.

Ugyancsak a fentiek mintajara a m, ,/m, hanyadost a B esemény A-ra

ANB
vonatkoztatott feltételes relativ gyakorisagaként értelmezhetjiik, és bevezethetjiik
a P(B| A) feltételes valdsziniiséget is.

Belathato, hogy ha az A esemény m, abszolut gyakorisaga nem egyenlé a B
esemény m, abszolut gyakorisagaval, akkor a B esemény A -ra vonatkoztatott

feltételes relativ gyakorisaga és feltételes valdszinilisége sem lesz azonos az A
esemény B -re vonatkoztatott feltételes relativ gyakorisagaval, illetve feltételes
valdszintiségével, vagyis P(A|B) = P(B| A).
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Bebizonyithatd, hogy
P(ANnB)

P(A|B)= B P(B)=0, (2.31)
illetve
P(BIA)=%, P(A)#0- (2.32)

Megjegyzendd, hogy ha az A és B események egymasto6l nem fiiggetlenek, akkor
a szamlaléban szerepld valoszinliség

P(AnB)=P(A)-P(B). (2.33)
Ellenben, ha a két esemény fiiggetlen, akkor P(AnB) = P(A)-P(B) és a feltételes
valészinliségek az A, illetve a B esemény valdszinliségével lennének egyenldk:
P(A|B)=P(A),illetve P(B|A) = P(B).

E két feltételes valdszinliség értéke gyakran kisérleti megfigyelésbol
szarmazik, azonban ha valamely elvek mentén meg tudjuk hatdrozni a tort
szamlalojat és nevezdjét jelentd valdsziniliségeket, akkor ki is tudjuk szdmitani
azokat.

Példaul ha P(AnB) annak a valdsziniisége, hogy a dobott paros szam éppen
hatos (P(AnB)=P(A)=1/6, mivel a hat lehet6ségbdl csak a hatos dobdasa
szamit), B pedig a paros szam dobasanak az esélye ( P(B) =3/6), akkor annak a
valdszinlisége, hogy paros szam dobdasa esetében az hatos legyen,

P(AnB) 1/6 _
P(B) 3/6

a kisérletnek harom egyforma valdsziniiséggel el6fordulé olyan lehetséges

P(A|B) = 1/3: (2.34)

kimenetele van, hogy paros szamot guritsunk, ezek koziil a hatos dobasa az egyik
a harom koziil.

A Bayes-tétel és a teljes valdsziniiség tétele

Ha a két feltételes valdszinliség 13. és 14. kifejezésébdl kiilon-kiilon kifejezziik

a két esemény egylittes megjelenésének P(ANB) valdszinliségét, akkor a
kovetkez6khoz jutunk:

P(AnB)=P(B)-P(A|B),

P(AnB)=P(A)-P(B| A). (2:32)

T4
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P(A|B)-P(B)=P(B|A)-P(A), (2.36)
ami a feltételes valoszin(iség és a forditottja kozotti kapcsolatot adé Bayes-tétel.
Ha B a B esemény ellentettje (komplementer eseménye), akkor e tétel
alapjan
P(A|B)-P(B)=P(B|A)-P(A). (2.37)
Az esemény és a komplementer esemény egyiittes valoszinlisége 1 (a biztos
esemény valdszinlisége). Ez a kijelentés a feltételes eseményekre is vonatkozik,
igy Kkijelenthetjiik, hogy P(B|A)+P(B|A)=1, és az el6bbi két képlet
Osszegzésével:
P(A)=P(A|B)-P(B)+P(A|B)-P(B). (2.38)
Ez ut6bbi a teljes valdsziniiség tétele. Ebbdl adodoan, ha B, B,,...B, egy teljes

eseményrendszert alkotnak (egytittes valdszinliségiik 1), akkor e tételt egy n tagu
Osszegként lehet altalanositani, az A eseménynek az eseményrendszer B,

eseményére vonatkoztatott feltételes valdszinliségét figyelembe véve:

P(A) = L P(A|B)-P(B)- (2.39)

i=L,n

Fiiggetlen és nem fiiggetlen események

Az egymastol nem fiiggetlen események esetében - a feltételes valészinliség
ismeretében - az események szorzatanak val6sziniliségét a 16. képletek adjak.

Amennyiben a feltétel nélkiili és a feltételes valdszinliségek egymassal
egyenldk:

P(A|B) =P(A),illetve P(B|A) = P(B), (2.40)
akkor azt mondjuk hogy az események egymastol sztochasztikusan fiiggetlenek: az
A és B események egymastdl fliggetleniil kovetkeznek be. Ez azt jelenti, hogy a
kisérletileg megallapithaté m,/m hanyados azonos (legalabbis nagyon kozel all)

az m, ,/m, héanyadoshoz, ugyanakkor az m,/m hanyados megfelel6képpen

kozelit az m, ., /m, hanyadoshoz (anélkiil, hogy az el6bbiek sziikségszeriien

ANB
azonosak legyenek az utébbiakkal). llyenkor az események szorzatanak (egyiittes
bekovetkezésének) valészinlisége az események valdszinliségének szorzataként
szamitando:

P(AnB)=P(A)-P(B). (2.41)

35



2. ... de melyik oldalara esik?

Az egymast kovetd kockadobasok egymastol fiiggetlenek, tehat a kovetkezd
megjelend szam valdszinlisége nem fligg az addig megjelentektél. Ha példaul
hatost dobtunk, akkor a kovetkez6 guritdsnal is 1/6 valdsziniiséggel fog a hatos
megjelenni. A nagy szamok torvénye szerint, ha nagyon sokszor megismételjiik a
kockadobast, a szdmok kb. azonos gyakorisaggal fordulnak el8. Gyakori az a
tévedés, miszerint ha egy szdm mar régota nem jelent meg, akkor a nagy szamok
torvénye miatt egyre valosziniibb lesz az illet6 szdm megjelenése: ez nem igy van,
a kovetkez6 guritdsnal az illet6 szdm megjelenésének valdszinlisége tovabbra is
1/6 marad, még akkor is, ha az mar nagyon rég nem jelent meg.
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Valoszintiségi valtozo

Az el6bbi fejezet szerint, ha egy kisérletet valtozatlan koriilmények kozott
nagyon sokszor megismétliink, akkor a kisérlet eredményeként megjelen6
valamely véletlen esemény relativ gyakorisagat az illet6 esemény val6sziniisége
adja. Itt kiilonboz6 kérdések vetédhetnek fel, mint példaul az, hogy melyik a
legval6sziniibb kisérleti eredmény, és hogy hogyan szamoljuk ki azt akkor, amikor
a kisérletet nem tudjuk nagyon sokszor megismételni.

Tegylik fel, hogy egy bizonyos kisérletet végziink el, példdul megmérjiik egy
automata szerszamgéppel eldallitott alkatrész valamilyen jellemzd méretét,
mondjuk egy csavar hosszat. Azt fogjuk tapasztalni, hogy ez a méret
véletlenszer(ien fog valtozni, bizonyos hatarértékek kozott.

A kisérlet eredményét tehat egy véletlen értékeket felvevs valtozo irja le,
valamely érték megjelenésének varhaté relativ gyakorisagat az adott érték
megjelenésének (annak az eseménynek) a valdszinlisége jelenti. Az ilyen véletlen
értékeket felvevé mennyiségeket valdsziniiségi vdltozénak nevezziik.

A kisérlet kimeneteleit leiré informacié nem feltétleniil szamszert (pl. az
urndbdl kihuzott golyé szine nem az), azonban a jelenséget leiré o0sszefliggések
tanulmanyozisanak érdekében egy szamszeri mennyiséget Kkell ahhoz
hozzarendelniink. Matematikai megfogalmazasban a valdszinliségi valtozé egy
fiiggvény, amelynek az értelmezési tartomanya a véletlen jelenség lehetséges
kimeneteleit tartalmazé eseménytér, amelyet a valds szamok halmazara képez le.

Van olyan eset, amikor a valdszin{iségi valtozé csak bizonyos értékeket vesz
vagy vehet fel, ilyen példaul a kockadobasnal megjelend szadm. Az ilyen
valésziniiségi valtozot diszkrétnek nevezziik. Mas esetben a valdszinliségi valtozo,
legalabb egy intervallumon, barmilyen értéket felvehet, az ilyent folytonosnak
nevezziik. Ilyen volt a céllovésnél a tabla kdzepe és a becsapddasi pont kozotti
tavolsag.

A gyakorisagok hisztogramja

Nos, ha 4brazolni szeretnénk a kisérleti eredmények gyakorisagat, akkor
rajzoljunk egy sik koordinatarendszert. A vizszintes X tengely fogja képviselni a
diszkrét vagy folytonos valészinliségi valtoz6 értékeit, a fliggbleges pedig a
valésziniiségi valtozo értékeinek el6fordulasi gyakorisagat.
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3.1. abra. Az abszoliit és a relativ gyakorisdgok hisztogramja (fent)
és a kumulativ gyakorisdgok hisztogramja (lent)

Ha a tanulmanyozott jelenséget leiré valdsziniiségi valtozo6 folytonos, akkor
annak - még egy szlik intervallumon belill is - végtelen sok lehetséges értéke van.
Azonban véges szamu kisérletben csak véges szamu érték fordulhat eld, a
lehet6ségek szdmat a mérbeszkdz pontossdga is korlatozza (a megmért
mennyiséget csak véges szamu tizedessel tudjuk megadni). A meg nem jelent
értékek végtelenjének gyakorisidga zérus lesz, a megjelent értékek pedig nagy
valészin(iséggel csak ritkan ismétlédnek meg. Abrankat ez esetben nehezebb
lenne Kkiértékelni. Ahhoz, hogy szemléletesebb abrat kapjunk, a folytonos
val6szinliségi valtozé lehetséges értékeinek tartomanyat véges szamd, gyakran
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egyenld hosszisagu intervallumra osztjuk fel, és azt dbrazoljuk, hogy az egy-egy
intervallumon (osztalyon) beliili értékek hanyszor fordulnak elé. Ez tekinthet6 a
folytonos valészintiségi valtozo egyfajta diszkretizaldsanak is.

Az abrazolas 1épcsds fiiggvény formajaban, téglalapokkal torténik, mint
ahogyan azt a 3.1. 4bran, annak felsé grafikonjan lathatjuk. Az d4brdn X jeldli a
tanulmanyozott valosziniiségi valtozot, n, pedig annak az eseménynek az abszolut

gyakorisagat, hogy X az x_, €s az x;, hatarértékekkel kijel6lt intervallumba esik.
Ez az intervallum (osztdly) (x,X,]. Az els6 intervallumhoz hozza kell

szamitanunk az alsé hatarat is, mert egyébként elvesztédne ez az érték.

Ugyanigy rajzolhatunk egy masik diagramot (lépcsds fiiggveényt) is, ahol N,
azon események szamat adja meg, midén X értéke nem haladja meg az x
hatarértéket. Ez a fiiggvény az abra alsé grafikonjan lathat6. Az ilyen formaju
fliggvényeket hisztogramoknak nevezik.

Ezek szerint a fels6 fliggvény az abszoldit gyakorisdgok hisztogramja, mig az
alsé a kumulativ abszolit gyakorisdgok hisztogramja. Az abszolut gyakorisdgok
hisztogramja azt mutatja, hogy egy adott (x ,,x] intervallumra hany észlelt érték

esett, és jeloli e szamot n,. A kumulativ abszolut gyakorisagok hisztogramja pedig
azt, hogy hany érték van, amelyik nem haladja meg x. -t (ha X a valds szamok
halmazanak egészén vehet fel értékeket, akkor a (—o0,x] intervallumra esé
észlelések szamarol van szo), ezt a szamot N, -vel jeldljuk. Belathato, hogy

i
N, = z n,»azutolsé N érték pedig az elvégzett kisérletek M szamat fogja adni, a
k=1

kumulativ abszolat gyakorisdgok pedig egy lépcsézetesen novekvd fliggvényt
definialnak.
Definialhatnank egy harmadik fiiggvényt is, amely az adott x, hatarértéknél

nagyobb (tehat példaul az (x,+o0) intervallumra esd) értékek megjelenésének
abszolit N, gyakorisigat adnd. Ez a mennyiség azonban redundans (és azt
bizonyos esetekben mégis hasznaljuk), mivel barmely i -re N/ =M —N,.

Az el6bbi fejezetben elmondtuk, hogy az abszolut gyakorisdgok helyett
hasznosabb és kézenfekv6bb a relativ gyakorisdgokkal dolgozni, mivel
hasznalatuk esetén a kiilonb6z6 eredmények konnyebben dsszevethet6k. A relativ
gyakorisagok hisztogramjat az abszolut gyakorisagok hisztogramjabol kénnyen
meghatarozhatjuk, minden n,, illetve N, értéket az elvégzett kisérletek szamaval,
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tehat M -mel kell elosztanunk. A Kkétfajta hisztogram kozott tehat csak a
fiigg6leges tengelyen felvett értékek eltérd skalai jelentik az egyediili kiillonbséget.

A relativ gyakorisagok hisztogramjan az f értékek annak az eseménynek a
relativ gyakorisagat jelentik, hogy X értéke az (x ,,x] intervallumra esik. A
kumulativ relativ gyakorisagok hisztogramjan az F értékek az x -nél kisebb
értékek megjelenésének kumulativ relativ gyakorisagat adjak. Kénnyen belathato,
hogy az f és az F értékek 0 és 1 kozotti szamok lehetnek, a kumulativ relativ
gyakorisag legnagyobb (legutolsd) értéke pedig egységnyi, és az 1épcsdzetesen
novekszik 0 és 1 kozott.

Az elébbi fejezetben azt is elmondtuk, hogy ha kell6képpen nagy szamu
kisérletet végziink el, akkor valamely esemény relativ gyakorisdga az illet6
esemény valdszinliségének j6 kozelitését fogja adni. Hisztogramjainkat ugy is
skalazhatjuk, hogy a fiiggvényszakaszok alatti teriilet éppen a megfelel
valoszinliségeket adja. Ezeket a diagramokat a relativ gyakorisagok, illetve a
kumulativ relativ gyakorisagok normalizdlt hisztogramjanak nevezziik. A relativ
gyakorisagok normalizalt diagramjanak az x._, és x, kozotti téglalapjanak tertilete

éppen az f, relativ gyakorisaggal kell, hogy egyenlé legyen, mert az a
P(x,_, < X <x;) valoszinliség kozelitd értékét adja (ahol a kozelités pontossaga a

kisérletek M szamaval egylitt novekedik). A kumulativ relativ gyakorisagok
normalizalt diagramjan a hisztogram alatti teriilet, amelyet az x, abszcisszaig

szamitunk, a P(X <x;) val6sziniiség kozelitését jelenti. A relativ gyakorisagok

teljes normalizalt hisztogramja alatti teriilet nagysaga egységnyi.
A hisztogram normalizalasa egyszer(i: a relativ gyakorisagokat el kell osztani
az intervallumok Ax, =x —x_, hosszaval (ezek az intervallumok nem feltétleniil

egyenld hosszusaguak, a kapott érték jelenti a normalizalt ordinatat.

A 11. Excel-szimulaci6 folytatasa

A 2. fejezetben a kockadobds-sorozat szimuldldsa soran megallapitottuk a
lehetséges eredmények el6forduldsadnak abszolut gyakorisdgat. Egészitsiik ki a
tablazatot a kovetkezdkkel:

7.A G oszlopban szamitsuk ki a kumulativ abszolut gyakorisdgokat. Az els6,
legkisebb lehetséges érték esetében ez egyenlé annak abszolit gyakorisagaval
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(=F2), a masodik értékt6l kezdve pedig azt a kovetkezd fliggvénnyel allapitjuk
meg:

=IF(F3="","",G2+F3); 3.1
vagyis az illeté érték abszolit gyakorisagdhoz hozzdadjuk az azel6tti érték
kumulalt abszolut gyakorisagat.

8.A H oszlopban szamoljuk ki a relativ gyakorisagokat (ehhez az abszolut
gyakorisagokat a dobasok N szamaval osztjuk, amit az A2 cella tarol):
=IF(G2="",""F2/$A$2); (3.2)
az I oszlopban pedig a kumulativ relativ gyakorisagokat (ehhez a kumulativ
abszolut gyakorisagokat osztjuk a dobasok N szamaval):
=IF(G2="","",G2/$A$2). (3.3)
Mindkét oszlopban a cellak formatumozasat harom tizedessel adjuk meg.

Ha a gyakorisagokat hisztogram formdajaban abrazoljuk (,Clustered column”
opcié a grafikonok abrazoldsanal), akkor az eredmény a 3.2. dbran lathatéhoz
hasonlé lesz. Az 4bran a mintdk N szama 360.

E F G H | J
Lehetséges értékek Absz. gyakorisdg ~ Kumulativabsz. gy. Rel. gyakorisdg  Kumulativ rel. gy.
1 55 55 0.153 0.153
2 71 126 0.197 0.350
3 53 179 0.147 0.497
4 62 241 0.172 0.669
5 65 306 0.181 0.850
6 54 360 0.150 1.000
Absz. gyakorisag Kumulativ absz. gy.
80 400

350

300

250

200

1 2 3 4 5 [

Lehetzéges értékek

3.2. abra. Abszoliit gyakorisdgok kockadobds-sorozat esetén
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A 1I1. Excel-szimulacio folytatasa

A 2. fejezetben leirt céllovés-szimulalast is hasonloképpen folytathatjuk, a
tablazat kiegészitésével és a hisztogramok abrazolasaval. Az dbrakon a vizszintes
tengelyen megjelend értékek az intervallumok kézépértékei (3.3. dbra).
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3.3. abra. Abszolut gyakorisdgok céllévés esetén

Ha a két szimulacié eredményét, grafikonjait dsszehasonlitjuk, akkor rogton
észrevehetd, hogy a kétfajta kisérlet véletlen eredményei nem azonos médon
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oszlanak el: mig a kockadobas esetében a lehetséges kimenetek kb. azonos
valoszintiséggel fordulnak el6, addig a céltablat ért taldlatok helyzete valamilyen
masfajta torvény szerint alakul, mert a kozepétdl tavolodva egyre kevesebb
talalatot szamolhatunk meg.

A stirtiségfiiggvény és az eloszlasfiiggvény

Mire j6 az el6bbiekben emlitett normalizalas? A valasz egyszer(i: folytonos
valoszinliségi valtozok esetében, ha x — x ,, akkor Ax =dx—0, a relativ

gyakorisagok normalizalt diagramjan f — P(X =x) (tehat az ordinita az
x,abszcissza valOszinliségét adja), mig a kumulativ relativ gyakorisagok
normalizalt diagramjan F — P(X <x;) (tehat az ordinata azt a valdszinliséget
adja, hogy az X valdszin(iségi valtozo ne haladja meg az x,_értéket).

Ekkor, tehat ha Ax, — 0, a lépcsos fliggvények helyét folytonos fiiggvények

veszik at. Ezek grafikonjat a 3.1. 4bran lev6 gorbék jelentik. A fels6t, amely a
relativ gyakorisdgok normalizalt hisztogramjabdl ered, az X valdésziniiségi
valtozo striiségfiiggvényének nevezziik, és f, (x)-szel jeloljik, mig az alsot, amely

a kumulativ relativ gyakorisagok normalizalt hisztogramjabdl szarmaztathato, az
X val6sziniiségi valtozo eloszldsfiiggvényének nevezziik, és F, (x)-szel jeloljik.

A siirtiségfiiggvény és az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai

A Kkét hisztogram és a két fiiggvény definicidjabdl eredendéen bizonyos
Osszefiiggéseket allapithatunk meg:

- annak a valészinlisége, hogy az X valdsziniiségi valtoz6 értéke ne haladja
meg X -et:
P(X <x)=F,(x), (34

amiaz F, (x) eloszlasfiiggvény definicidja;

-a P(X <x) valoszinliséget a slirliségfiiggvény x Kkoordinataig terjedd
hatarozott integraljaként szamithatjuk ki:

Fy (%) = j f (t)dt; (3.5)

-ennek alapjan, a miveletet megforditva, a slriségfiiggvény az
eloszlasfiiggvény derivaltja:
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dFy (x)

) 3.6
» (3.6)

fy () =F () =
ahonnan kovetkezik, hogy
P(x< X <x+dx) = f, (x)-dx=dF, (X); (3.7)
-innen az kovetkezik, hogy ha a véges & Kkell6képpen Kkicsi, akkor a
valoszinliségi valtozé barmely x értékére a siliriségfiiggvény behelyettesitési
értékének és § -nek a szorzata annak a valdszintiisége felé kozelit, hogy a valtozo
az X< X <x+J tartomanyra essen:

P(X<X <X+38)~ f,(X)5; (3.8)

- mivel az eloszlasfiiggvény valdszinliségeket ad vissza, az értéktartomanya a
valos szamok [0, 1] intervalluma:

0<FK (X)<1, VXe(—o,+x); (3.9)
- értelmezésébdl fakaddan az eloszlasfiiggvény monoton névekvé:
F (%) >F(x) ha x,>x, (3.10)
ugyanis az x <x, esemény implikalja az x <x, eseményt. Az eloszlasfliiggvény a
bal oldalon a lehetetlen esemény valdszintiségével indul:
F(xX)=0 ha x— -, (3.11)

a teljes értelmezési tartomanyon (az eseménytér egészén) pedig a biztos esemény
valdszinliségét adja (ez a stirliségfiiggvény egésze alatti teriilet):

F.(x)=1 ha X-—+o, (3.12)

avagy masképpen:
P(X eR)= j f () dx=1- (313)

Mas szavakkal: az eloszlasfiiggvény a bal oldalon nulla, a jobb oldalon pedig
egységnyi.
- mivel az eloszlasfiiggvény monoton novekvd, a slrliségfiiggvény (mint az
el6bbi derivaltja) sehol sem lehet negativ:
fy (X)20, V Xe(—w,+x); (3.149)

- a valoszintiségi valtozo6 végtelen nagy értékei nem fordulnak el6 (a végtelen
nagy értékek megjelenése a lehetetlen esemény):

P(X = —0) = f, (X > —0) =0, (3.15)
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P(X — +00) = f, (X —>+00) =0. (3.16)

Mas szavakkal: a stirliségfiiggvény mindkét végletben nulla.

- mivel a slirliségfiiggvény és az eloszlasfiiggvény kozotti kapcsolatbdl eredéen

P(X sb):]b' f, (x) dx = F, (b) (3.17)
és |
P(X >a):+jc f,(x)dx=1-F, (a) (3.18)

annak a valdszinlisége, hogy a valdsziniiségi valtozé az (a,b] intervallumon

vegyen fel értékeket,
b
P(a< X gb):jfX () dx = F, (b) - F, (a) - (319)

Megjegyzendd, hogy a fenti képletek bizonyos esetekben értelmezésre
szorulnak:

- igy példaul ha az X valésziniiségi valtozé csak egy bizonyos tartomanyon
vehet fel értékeket, és nem a valds szamok teljes R = (-o0, +0) halmazan, akkor

azt mondjuk, hogy ezen a tartomanyon kiviil a sliriségfliggvény értéke nulla.
Példaul a lognormalis eloszlast valdszintliségi valtozé csak pozitiv értékeket vehet
fel, a wvalés szamok teljes halmazan értelmezett siirliségfiiggvényének
meghatarozasat pedig a kovetkez6képpen terjesztjik ki a valés szamok teljes
halmazara:

0 ha x <0,

fy (X) = 1 ';.e_;{"‘z:ﬂ;nxf ha x > 0.

X “Zlﬂ'.o-lnx

(3.20)

- Hasonléképpen lehet Kkiterjeszteni az eloszlasfiiggvény értelmezési
tartomanyat is, azzal a megjegyzéssel, hogy az intervallumok ko6zds hataran az
eloszlasfiiggvény nem mindig differencialhato.

- Amikor X tulajdonképpen csak egy sziikebb, pl. [A, B] intervallumon vehet

fel értékeket, a slirtiségfiiggvény értéke az intervallum szélein nullatél kilonbozd
lehet (1d. az exponencidlis eloszlas esetét).
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- f,(x)-& annak a valosziniiségnek a kozelitését adja, hogy az X valosziniliségi
valtoz6 érteke egy & hosszusagu intervallumra essen. Ha az x értéket az
intervallum kozepén vessziik fel, akkor ezt a valdsziniiséget a kovetkezéképpen
irjuk fel:

P(x—612<X <x+6/2)= f,(X)- 5, (3.21)
a kozelités pedig annal jobb, minél szlikebb az intervallum, tehat a § értéket

megfelel6képpen kicsinek vessziik (a ,megfelel6éképpen”-ben az is benne van,
hogy a numerikus instabilitAsok miatt az nem lehet tetsz6legesen Kkicsi).

- Belathatjuk, hogy amennyiben a valészintiségi valtoz6 folytonos, akkor annak
slriiségfiiggvénye és eloszlasfiiggvénye is folytonos lesz. Ellenben, ha a
valészintliségi valtozo diszkrét, akkor a kétfajta fiiggvény is diszkrét lesz. Mivel az
eloszlasfiiggvény nem folytonos, az nem differencidlhatd, és emiatt nem
érvényesek a fenti dF, (x)-et tartalmazd Osszefiiggések. Ebbdl kifolyolag a
slirliségfiiggvény fogalmat a valdsziniiségi fiiggvény helyettesiti, amelynek a
behelyettesitési értéke ezuttal ténylegesen a P(X = x) valoszinliséget adja vissza.

Diszkrét valtozoju fiiggvények esetében az integralast 6sszegzés helyettesiti:
K
Fo(X) = z f(x)- (3.22)
i=1

A diszkrét fiiggvények abrazoldsa értelemszerlien nem folytonos vonallal,
hanem az (x, f,(x)), illetve (x,F,(x)) koordinitdji pontok halmazéval

torténik, ahol k =1,2,...,n.

A stirliségfiiggvény grafikonjanak jellegzetességei

A siir(iségfiiggvény abrazolasakor kiilonb6zé lefutasd gorbékhez juthatunk. A
slirliségfiiggvény grafikonja lehet szimmetrikus, mérsékelten vagy széls6ségesen
aszimmetrikus, az aszimmetrikus slirliségfiiggvény nagyobb értékei pedig
megjelenhetnek annak jobb vagy bal oldalan. A stiriiségfiiggvénynek lehet egy
magasan kiemelkedd csucsa, de annak lehet az ellaposodott formara jellemzé
tompa maximuma is. A 3.4. aldbbi dbra a gyakrabban el6fordulé stiriségfiiggvény-
tipusokat példazza.

Megtorténhet, hogy a stirtiségfiiggvénynek két vagy tobb csicsa (mddusza) is
van. Az is megtorténhet (mint a kockavetés esetén), hogy a valdsziniiségi valtozé
lehetséges értékei egyforma valdsziniliséggel jelennek meg: ebben az esetben a
slrliségfiiggvény pontjai egy vizszintes, az eloszlasfiiggvény pontjai pedig egy
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ferde egyenesen helyezkednek el. Itt felvethetlink egy kérdést: mi van akkor, ha a
lehetséges értékek szama végtelen? Ebben az esetben is a slirtiségfiiggvény alatti
terlilet (diszkrét valtozék esetén az ordinatdk Osszege) egységnyi kell, hogy
legyen, tehat a fiiggvényt jelentd vizszintes vonal infinitezimdlisan kozel, az
abszcissza folott helyezkedik el, az eloszlasfiiggvényt jelentd vonal pedig egy olyan

egyenes, amely a —oo-ben zérus, a +o -ben pedig egységnyi értéket képvisel.

aszimmetrikus, i aszimmetrikus,
szimmetrikus a csties a bal oldalon van a csiics a jobb oldalon van
! - i -—
cslicsos A

szélsoségesenaszimmetrikus

\ lapult
~—
S /_\\\

3.4. abra. Siirtségfiiggvények grafikonjdnak jellegzetességei

A varhato (atlagos) érték

Latvan a lehet6ségek nagy valtozatossagat, felvet6dik hat az a kérdés, hogy
miként jellemezhetjiik a val6szintiségi valtozdok eloszlasat?

E kérdésre valaszolvan az id6k folyaman kiilonb6z6 mennyiségeket definidltak
és vezettek be, amelyek koziil a fontosabbakat a kdvetkez8kben soroljuk fel.

Eldszor is definidljuk az X valdszin(iségi valtozé atlagos, mas néven varhaté
értékét:

. X
m, :Zl: fi-x, vagy m = k:;/l _ = , (3.23)

amit még E(X), M(X) vagy X forméban is fellelhetiink (az ,E(...)” jel6lés a
varhat6 érték kiszamitasanak operatora). E képletekben k az elvégzett kisérletek
szamara, i pedig a lehetséges kimenetek szamara vonatkozik. Vegytik észre, hogy
az x; érték n, alkalommal jelenik meg.

47



3. A kisérleti eredmények elemzése

Matematikailag ez a mennyiség az el6fordul6 x;, értékek silyozott atlaga, a

sulyok pedig a megfelel6 gyakorisagok. Az atlagos értéket ad6 formulat geometriai
értelemmel is felruhdzhatjuk: az nem maés, mint a s{iriiségfiiggvény alatti teriilet
geometriai k6zéppontjanak X mentén mért koordinataja. Ezen idomnak tehat az

x=m, egyenlettel megadott tengelyre vonatkoztatott elsérendl (sztatikai)

nyomatéka zérus. Eszrevehetjiik, hogy az atlagos érték nem jelenti
szlikségszerien a leggyakrabban el6forduléd (legvaldszinlibb) értéket, ez az
egyezés csak a szimmetrikus eloszlasok esetén all fenn.

Sidx) : fidx)

My ! My i

3.5. abra. Az dtlagos (vdrhatd) érték helyzete szimmetrikus
és aszimmetrikus eloszldsok esetében

Amennyiben egy folytonos eloszlasu valészin(iségi valtozé slriiségfiiggvényét
ismerjik, akkor az el6bbi észrevételekkel, a geometriai kozéppont
koordinatajanak meghatarozasaval

+00

m, == = I x- f, (x) dx” (3.24)
j fo)dx

Tx- fy (X) dx

ahol a szamlal6 a gorbe alatti teriilet fligg6leges tengelyre vonatkoztatott
elsérendli nyomatéka, a nevezé pedig a stirliségfliggvény gorbéje alatti teriilet,
ami definicio szerint egységnyi.

A szdérasnégyzet

Az atlagos érték onmagaban tul sokat nem arul el a valésziniiségi valtozé
eloszlasardl, igy tovabbi jellemzdkre is sziikségiink van. Fontos tudni példaul azt,
hogy az el6forduld értékek mennyire szorosan csoportosulnak ezen atlag koriil.
Ha példaul a céllovés kisérletében azt latjuk, hogy egy egyén esetében a taladlatok
sokasaga a céltabla kozéppontja koril csoportosul, akkor az illet6t remek
l6vészként olimpiai megmérettetésre lehet kiilldeni. Ha pedig egy gép altal
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el6allitott csapagygolydk mérete erésen szorddik a nominalis koriil, akkor annak a
gépnek a gazdasagossaga nem a legjobb, mivel tul sok selejtet allit eld.
Egy kisérleti eredmény eltérésének mértéke a meghatarozott x, érték és az

atlag kiilonbsége, tehat x, —m, lenne. Ha ezeknek az eltéréseknek a kozonséges

szamtani atlagat szamitanank, akkor az nulla lenne:

i(xi—mx)/M:(ixiJ/M—M.mX/M:mx—mX:O- (3.25)

i=1
Ilyen esetben, amikor a pozitiv és negativ iranyu eltérések egymas hatasat
kioltjak, nem kozonséges szamtani atlagot, hanem az eltérések négyzetének (e
négyzetek wugyanis pozitiv, esetleg nulla mennyiségek lesznek) vagy
moduluszainak atlagat szdmoljuk. Az ut6bbi lehet6ség a kévetkez6 mennyiséghez
vezet:

M z
Z|Xk_mx| Zni'lxi_mxl
_ k=1 _ =l

I , (3.26)
N
i=1
avagy a stirliségfliggvény ismeretében
A, :j fo (X)-| x—m, | dx, (3.27)

s ezt az atlagos abszolut eltérésnek nevezik. Ezzel a jellemzével azonban csak
ritkan taldlkozunk, sokkal elterjedtebb a négyzetek atlaganak hasznalata:

Z:(Xk_mx)2 Zni '(Xi_mx)2

ol = v _ (3.28)
N
i=1
vagy pedig a slirliségfliggvény ismeretében:
ox = [ (- (x=my)* dx- (3.29)

Ez a mennyiség a szérdsnégyzet vagy négyzetes szoras, melynek négyzetgyoke
a o szords. E mennyiségeket is ellathatjuk geometriai értelemmel: a
szOrasnégyzet a slriiségfliiggvény alatti teriilet x=m, tengelyhez viszonyitott

masodrend( (tehetetlenségi) nyomatéka, ugyanis az elemi f, (x)-dx teriletet a

tavolsag (x, —m, )* négyzetével szorozzuk meg. A szoras pedig
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(3.30)

tehat a négyzetgyok alatt az idom tehetetlenségi nyomatékanak és tertiletének
hanyadosa all: ezek szerint a szoras a fliggveény alatti tertlet az x =m, tengelyhez

viszonyitott tehetetlenségi sugara. A szdéras mas jel6lése: D(X), ahol a ,D(...)"

jelolés a széras kiszamitdsanak operatora. A széras angol megnevezése ,standard
deviation”. A szérasnégyzetet az angol szakirodalomban variancidnak nevezik és
Var(X) -ként is jel6lik.

Variacios egyiitthaté
Az atlagos értékkel és a szorassal egy Gjabb jellemz6t, a
v, =2x (3.31)
mX
varidciés egytitthat6t lehet definidlni, amely egy dimenzié nélkiili szam. Ha az
atlagos érték zérus, akkor a variacios egyiitthaté végteleniil nagy. Ezt a kiillonb6z6

fizikai természetli valdészinliségi valtozok eloszldsanak 6sszehasonlitisanal
szoktak hasznalni.

Ferdeségi egyiitthatd

Valamely sikidom esetében magasabb rend(i nyomatékokat (momentumokat)
is lehet definialni. Az m, -en Kkeresztiil huzott fliggéleges tengelyre vonatkoztatva

+00
azokat az J' (x—m, )" dx integral adja meg. Miszaki kérokben ezeket (ha n>2)
nem igazan haszndljak, azonban a valdszintiségi valtozdk vizsgalatanak terén ezek
is szerephez jutnak.

gy a masodrend(i és a harmadrend(i nyomatékok segitségével megadhatunk
egy ferdeségi egyiitthatot:

ﬂlx _ ;ni '(Xi_mx) _ ;(Xk_mx) _ (3.32)

Snetemr| [ Soem]

vagy, folytonos esetben:
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T £,00-(c-m,)ox

[I fy (x)-(x—mx)de}

A szakirodalomban ezt néha y -val jelolik.

(3.33)

ﬂl,x =

Amennyiben g, =0, Ugy a slriségfliggvény szimmetrikus az x=m,
tengelyre nézve. Ha f , >0, akkor a siirliségfiiggvény maximuma az atlagos

értéktdl balra esik, és azt pozitiv ferdeségilinek nevezziik, ellenben az attél jobbra
van, és a sliriiségfiiggvény negativ ferdeségti.

Lapultsagi tényezo6

A negyedrendli és a masodrendli momentumokkal egy masik mennyiség, a
lapultsagi egylitthato:

Z

. T Enbem) MY -m)t on

4

ni-(xi—mx)ﬂ [i(xk—mx)ﬂ

folytonos esetben

[ £,00-(x-m,)"x

By = (3.35)

{I f (- (x—m, )de}

Ertéke a siiriiségfiiggvény csticsossagat adja (kurtdzis, curtosis), amennyiben
az nagyobb, mint 3, akkor az eloszlds csucsos, magas (leptokurtézis), ha pedig az
kisebb, mint 3, akkor az eloszlas lapos (platikurtézis). A 3-as érték nyilvan egy
referenciaérték, éspedig az egy nevezetes eloszlas, a normal eloszlas lapultsagi
tényezdbjének értéke. A 3-as értéktdl vald eltérés a foléslegtényezd.

A ferdeségi és a lapultsagi tényez6t a szakirodalom nem jel6li egységesen (a
magyar sem).

Kvantilisek

A valészinliségi valtozok eloszlasdhoz még néhany, a miiszaki szempontbél
fontos fogalom kapcsolédik, ilyen a kvantilisek fogalma. A cél k darab, valtozé

51



3. A kisérleti eredmények elemzése

hosszisagu Ax;, j =1 k intervallum elkilonitése, amelyek egységesen M /k mért
eértéket tartalmaznak. Folytonos esetben a siriiségfiggvénynek a Ax,

intervallumokra esé részteriiletei egyenld nagysaguak (mindegyik teriilet 1/k
nagysagu), az intervallumokat elhatarolé pontokban pedig az eloszlasfiiggvény
1/k lépcsékben novekedd értékeket mutat. Annak a valdsziniisége, hogy az X
valtoz6 valamely Ax; intervallumbdl vegyen értekeket, minden intervallumon

azonos, vagyis P(x; —Ax; < X <x;)=1/k barmely lehetséges j-re. A k szamu
intervallum elhatdrolasahoz k +1 pontra van sziiksegiink, ezek x; koordinatai a

k -ad rend{ kvantilisek.

Egyes kvantiliseket sajat névvel jelolnek, igy amikor k értéke 2, akkor
medianrél, ha 4, akkor kvartilisrdl, ha 5, akkor kvintilisrél, ha 10, akkor decilisrdl,
ha pedig 100, akkor centilisr6l beszéliink. Legnevezetesebb ezek koziil a medidn,
amely az eloszlasfiiggvény 0.5 (50%) értékének felel meg. Jelolhetjiilk ezt az
mennyiségetm, -szel, X ennél kisebb, illetve nagyobb értékek ugyanazzal a

gyakorisaggal fordulnak el6.

Fraktilisek

Némileg hasonl6 a fraktilisek fogalma, ekkor azonban a cél nem az egyenld
valésziniliséget  mutaté  intervallumok  meghatdrozasa, = hanem X
értéktartomanyanak két részre valé elkiilonitése: a fraktilis egy olyan érték, amely
alatt vagy felett a valdsziniiségi valtoz6 egy meghatarozott P valdszinliséggel
fordul el6 (és egyértelm(, hogy a masik oldalon 1-P valdsziniiséggel vesz fel
értékeket). Ezt a P valoszinliséget a miiszaki gyakorlatban szazalékban szoktak
megadni, ekkor beszéliink , P szé4zalékos alsd”, illetve ,felss” fraktilisrol. Ertelmet
nyer mindez, ha arra gondolunk, hogy a méretezésnél altaldban mind a terhelést,
mind az anyag szilardsagat val6szinliségi valtozok irjak le. A kerékpar terhelését a
kerékparos személyének sulya jelenti. Nyilvanvald, hogy a kerékpart nem
méretezhetjiik az emberek atlagos testsulyara, mert mi lesz akkor, ha az illetd
torténetesen egy tulstlyos személy? Az is nyilvanvald, hogy az eddig élt emberek
legnagyobb testsulyara tortén6 méretezés sem praktikus, mivel kevés ilyen ember
él a Foldon, és nem is biztos, hogy hasznadlndk a kerékparunkat. Ilyen esetben a
miszaki gyakorlat a terhelés valdsziniiségi eloszlasaval szamol, és bizonyos
biztonsagi szempontokat figyelembe véve kitliz egy P valdszinliséget, amellyel a
tényleges terhelés meghaladhatja a tervezésnél figyelembe vettet. Nyilvanvalg,
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hogy minél kisebb ez a P valdsziniiség, annal nagyobb az a terhelés, amelyre
méreteziink. Ez a P valdészinliség egy felsd fraktilist ad. A tervezésnél a masik
figyelembe vett mennyiség a szerkezet szildrdsdga, amely tobbek kozott az
anyagparaméterek és a méretek valtozatossaga miatt szintén valdszinliségi
valtoz6. Itt a legbiztonsagosabb dolog a lehetd legkisebb érték elfogadédsa lenne,
de hat ennek el6forduldsi valdszinlisége igen kicsi, és még kisebb annak a
valoszinlisége, hogy pont ezt a leggyengébb szerkezetli kerékpart a tervezésnél
figyelembe vett legnagyobb sullyal rendelkezé személy fogja hasznalni. Itt is
elfogadunk egy, a tervezett szerkezet fontossdgaval, kért megbizhatésagaval
Osszhangban levé P valdsziniliséget, amellyel a szerkezet szilardsaga a tervezett
ala csokkenhet: ez egy alsé fraktilist hataroz meg.

S ) P(x, < X <x)=25%

4  P(x, < X <x,)=25%
N PG, <X £x,)=25%
P, <X $x,)=25%

- X

Xo X1 Xz X3 X3
Fxx) |
100% |

L POX < i) =10%
A7 L PO < )= 90%

P(X > x,,,)=100% P(X <x],,.)=10%

10% }eeevo
0% =

X

3.6. abra. Kvantilisek és fraktilisek

A felsé fraktilis értelmezése tehat az, hogy a valtoz6 értéke P szazalékkal lehet
nagyobb a tervezésnél figyelembe vett legnagyobb értéknél, az als6é pedig az,
hogy a valtoz6 P szazalékkal lehet kisebb a figyelembe vett legkisebb értéknél.

A kvantilisek és a fraktilisek értelmezését az alabbi (3.6) dbran latjuk. A
slirliségfiiggvény alatti tertletet az x,,...x, kvantilisek négy azonos nagysagu

részre osztjdk, mig az eloszlasfiggvény i és s index( fraktilisei a 10%
biztonsaggal megadott minimalis és maximalis értékeket jelentik.
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Példaként a 3.7. abran egy m,, =4 atlagu és o, , =0.7 szorasd lognormalis

eloszlasu valtoz6 deciliseit (10%-os lépéssel felvett kvantiliseit) lathatjuk. Ezek:

P

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7
78.81

0.8
98.41

0.9
133.90

22.26

30.29

37.82

45.73

54.60

65.19

X

A strlségfiiggvény alatti tertiiletet a tablazatban szerepld

0.014000

0.012000
0.010000
0.008000
0.006000
0.004000

0.002000
0.000000 -4
0

1.000000
0.500000
0.800000
0.700000
0.600000
0.500000
0.400000
0.300000
0.200000
0.100000

0.000000

50

50

-~

100

150

200

3.7. abra. Lognormdlis eloszldst vdltozo decilisei

egyenld részre osztjak.

0

EME

x koordinatidk 10

Az eloszlas medianja a P =0.5 valdszinliségnek megfelelé x =54.60 érték: az

X mennyiség ennél kisebb és ennél nagyobb értékei egyarant 50%-os

val6szinliséggel fordulnak el6.
Az x=2226 értékhez tartozé 10%-os valdszinliség azt jelenti, hogy ennél

kisebb értékek 10%-os, az ennél nagyobb értékek pedig 90%-os valdszinliséggel
fordulnak eld. Ez az érték tehat a 10%-os valészintiségnek megfelel6 alsé fraktilis.
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Az x=133.90 értéknél kisebb értékeket 90%-os, annal nagyobb értékeket
pedig 10%-os valdszinliséggel varhatunk, igy ez az érték a 10%-os
valdszinliségnek megfeleld felsé fraktilis.

A legvalésziniibb érték: a modusz

Azt lathattuk, hogy aszimmetrikus eloszldsokndl az atlagos érték nem a
slirliségfiiggvény legnagyobb értékénél van. Ezt a legnagyobb értéket az X
valtoz6 legvaldszinilibb értéke jelenti, ott a siiriségfiiggvénynek maximuma, az
eloszlasfiiggvénynek inflexiés pontja van. Ezt az értéket az eloszlas (a
valdszinliségi valtoz6) mdduszanak nevezik, jelolhetjik azt m, -szel.

Az el6bbi példaban szerepld lognormalis eloszlas esetén m, =33.45. Ennek az
eloszlasnak a medianja, mint lattuk, m, =54.60, a kovetkezd fejezetben szerepld
képlettel kiszamolt atlaga pedig m, =69.76.

Az utébbi mennyiségek (a kvantilesek - kozotte a mdédusz -, a fraktilisek és a
median) képletileg csak a stirliségfiiggvény és az eloszlasfliggvény ismeretében
hatarozhatok meg. Megjegyzendd, hogy szimmetrikus eloszlasnal m, =m, =m, .

Bizonyos eloszlasoknal (példaul a konyvben nem szereplé bétaeloszlas a
paraméterezésének fiiggvényében bimodalis lehet) a siirliségfiiggvénynek tobb
csucsa is lehet: ezek lokdlis maximumokat jelentenek. Az egyenletes eloszlas
stiriségfiiggvényének minden pontja médusz.
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4.1. Az egyenletes eloszlas

A valészinliségi valtozé egyenletes eloszldsardl akkor beszéliink, amikor a
lehetséges értékei egyenld gyakorisaggal, valdszinliséggel jelennek meg.
Egyenletes eloszlast mutat példaul a kockadobdas eredménye, ahol a hat szdm - ha
kell6 szamu kisérletet végziink el - kozel azonos gyakorisiggal jelentkezik. E
példaban az eloszlads diszkrét, mert a valdszinliségi valtozénak csak néhany
lehetséges értéke van.

Léteznek azonban legalabb egy intervallumon folytonos egyenletes eloszlasu
valésziniiségi valtozok is. Ha a folytonossagi intervallum a valds szamok teljes R
halmazaval azonos lenne, akkor a tanulmdanyozott valtozé barmely értékének
valészinlisége nulla (1/) lenne. Ilyen eset a gyakorlatban nem fordul el8, éppen

ezért az egyenletes eloszlasi valdszinliségi valtozd lehetséges értékeinek

tartomanyat altalaban lesziikitik valamely [x ] intervallumra, és ekkor a

min ! Xmax

sliriségfiiggvényét a kovetkez6képpen lehet definialni:

1
£ (0= m ha X, < X< X Xoin 7 X s (4.1)
0 ha X < X, Vagy X > X,
Ha (X, — X.i,) <1, akkor a lesziikitett intervallumon f, (x) >1.
Az ennek megfelel6 eloszlasfliggvény a kovetkezé:
0 ha X < X,
(0 =222 8 XS X M # X (42)

max Xmin

1 ha X > X,
E két fliggvény grafikonja a 4.1. dbran lathaté.

Az egyenletes eloszlast mutato valoszintiségi valtozd atlagos (varhaté) értéke a
lehetséges értékek intervallumanak kozepe lesz:

mx — Xmin + Xmax , (43)
2
a szorasnégyzetet pedig
2 (K — X))’
ol = max min (44)
X 12
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formaban hatarozhatjuk meg. Ezekkel a variacios tényez6

o} X =X 1
V, = 2X = Zmax 7 Bmin = (4.5)
X mX Xmax+xmin \/§

Eszrevehetjiik, hogy az eloszlas szimmetrikus, ferdeségi tényezdje Bix =0,

lapultsagi tényezgjét ha kiszamitjuk, akkora g, = 3 =1.8 értékhez jutunk (tehat
“ 5

az eloszlas lapos, platikurtikus). A szimmetria miatt az M, medidan és az

m, modusz a kozépértékkel azonos.

Silx) i
1 I (Xmae—Xmin) |- I
v
I H —
Xmin X
Fx{x) A
1
X
-

Xonin Ko

4.1. abra. Egyenletes eloszldsti folytonos valészintiségi viltozo
stiriiségfiiggvénye és eloszldsfiiggvénye

Van az egyenletes eloszlasnak egy sajatsagos esete, amikor x . =0 és x . =1:

ezt standard egyenletes eloszlasnak nevezik. Ekkor m, =0.5 és ¢ =1/12~0.083.

Egyenletes eloszlasui szamok létrehozasa

A programozasi nyelvek altaldban rendelkeznek egy olyan utasitdssal, amellyel
standard egyenletes eloszlast mutatd, legalabbis azt megkozelité szamokat lehet

pes

eléallitani. Az igy el6allitott értékek lehetséges tartomanya a [0,1) intervallum,

amely nem tartalmazza a fels6 hatarértékként megadott 1-est. Ezek a szamok nem
véletlen szamok, mert valamilyen miiveletsorral (tehat képletileg leirhatd,
determinisztikus médon) allitjak azokat el8, azonban az alkalmazott algoritmustél
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fliggben jobb vagy rosszabb kozelitését adjak egy standard eloszlasd véletlen
szamsornak. E szdmokat pszeudovéletlennek (pseudo-random) nevezik. E szamsor
véges hosszisagy, azonban rendszerint eléggé hosszd ahhoz, hogy a programfutas
alatt ne ismétlédjon meg az elkezdett szekvencia. Mi tébb, hogy a szamsor két
egymast kovet6 el6allitdsakor ne ismétl6djon meg, mert akkor a szimulalt véletlen
folyamat mindig azonos séma szerint zajlana le, altaldban szabadon megadhaté a
belépési pont helye (hogy honnan kezdjiik a sort). Hogy az ismétl6déseket itt is
elkeriljik, pl. a szamitégép orajat (az éjfél ota eltelt id6t) veszik e paraméterként.

Amennyiben egyenletes, de nem standard eloszlasu szdmokra van sziikségiink,
akkor a kovetkezd két mdédon jarhatunk el:

- megadjuk a kivant atlagos értéket és a kivant szorasnégyzetet, ekkor a
véletlen szamsor intervallumat lehatarolé értékeket e két mennyiség
definici6jabol hatarozhatjuk meg:

m, =W—>xmm+xm=2‘mx, (4.6)
of < e t) -2 By (47)

ahonnan, az egyenletrendszert megoldva a hatarértékek
Xinin = My _'\/§'0X’ Kinax = My +'\/§'O-X' (48)

E hatarértékekkel, ha rnd a szadmitégép altal elBallitott standard egyenletes
eloszlasu szam, akkor

X = Xoin + (Xinax = Ximin) - 1NA - (4.9)

- ha az intervallumot meghataroz6 x, és x, €rtékeket adjuk meg, akkor
csak az el6bbi miiveletet kell elvégezniink, az atlag és a szoérasnégyzet kiszamitasa

(ha egyaltalan szlikségesek) az ismert képletekkel torténik.

Erdekességként megjegyezhetd, hogy léteznek ,valédi” véletlenszam-
generatorok, amelyek miikodési elve valamilyen véletlen fizikai jelenségen alapul
(példaul félvezeték termikus zajan). Ha a kockadobas kisérletét valodi véletlen
szamokkal szeretnénk tanulmanyozni, akkor vegytik kézbe a kockakat.

4.2. A binomialis eloszlas

Tegylik fel, hogy 6sszesen n filiggetlen kisérletet végziink, egy bizonyos A
esemény bekovetkezését figyelve. Mivel kisérletsorozatunkban azt figyeljiik, hogy
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az A esemény bekévetkezik-e, vagy sem, eseményteriink A-ra és A -ra sziikiil be.
Tapasztalatunk szerint ez az esemény egy bizonyos p valoszintiséggel kovetkezik
be. Ha a bekdvetkezések szama az X diszkrét valésziniiségi valtozo, akkor annak
a lehetséges értékei 0 és n kozotti egész szamok. Annak a valdsziniisége, hogy X
értéke k legyen, tehataz A esemény k -szor kévetkezzen be, bebizonyithatéan
n!
fy(k,n, p)=P(X =k) = ————-p“-(1-p)"™" (4.10)
kt(n—k)!
ami nem mas, mint a diszkrét X valoszinliségi valtozé harom paraméter(
valoszinliségi fiiggvénye. Az eloszlasfliggvény az A esemény legtdobb k
alkalommal valé bekovetkezésének valoszinliségét adja:
n! i i
Fe(k,n, p)=P(X <k)= D | ————-p'-(1-p)"" |- (4.11)
Sxlik(n=i)!
Ezt az eloszlast binomidlisnak nevezik, és a visszatevéses mintavételezést irja le.
A binomidlis eloszlast kovet6 valdszinliségi valtozo varhaté értéke
my =n-p, (412)
amit, ha figyelembe vessziik, hogy a diszkrét valésziniiségi valtoz6 csak egész
értékeket vehet fel, kerekitentink kell. A valtoz6 szérasa:

oy =yn-p-(L-p)- (4.13)
Az eloszlas ferdesége
Box =@=2-p)-\Jn-p-A-p). (414)
Ha p=0.5, a valoszinliségi fiiggvény ferde, és a legvalésziniibb érték (a
modusz) nem esik egybe a varhatd értékkel. A méduszt az
m,=p-(n+1) (4.15)
mennyiség lefelé kerekitett értéke adja. Ha ez a mennyiség eleve egy egész szam,

akkor két legvaldszintibb érték van, a masodik 1-gyel kisebb, mint a kiszamolt.
Az eloszlas lapultsaga:

_1-6-p-(A-p) (4.16)
T ap)
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Binomialis eloszlas Excelben
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4.2. abra. Binomidlis eloszlds Excelben
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- Number_s: ez a k paraméter, amely a bekovetkezd események szamat rogziti;

- Trials: ez az n paraméter, ami a kisérletek szamat jelenti;

- Probability_s: ez a p paraméter, ami a megfigyelt esemény bekovetkezésének
a valdszintisége;

- Cumulative: ennek TRUE (vagy 1-es) értéke az eloszlasfliggvény, FALSE (vagy
0) a valdszintiségi fiiggvény értékeinek kiszamitasat allitja be.

Alkalmazasként hozzunk létre egy 13 sor x 12 oszlop méretli tablazatot,
ahol vizszintesen a kisérletek n szama (1-t8l 12-ig a C2 cellaval kezd6dden),
fliggblegesen pedig a bekovetkezd események k szdma all (ez utébbi 0-tdl 12-ig, a
B3 cellatdl lefelé). Jeloljiink ki egy cellat a kovetett esemény p valdszinliségének

megadasahoz (B18), és egyet az eloszlasfliggvény vagy a valdsziniiségi fliggvény
kivalasztasahoz (B19, 4.2. abra).

p=045

4.3. abra. A binomidlis eloszlds valdsziniiségi fiiggvénye

A 13 x 12-es tablazat bal fels6 sarkaban levo celladjaba (€C3) irjuk be a kévetkezd
fiiggvényt:
=IF($B3>C$2,"",BINOM.DIST($B3,C$2,$B$18,$B$19)) (4.17)
(az IF fiiggvény a k <n feltétel biztositasahoz kell), majd masoljuk at a képletet a
tablazat tobbi celldjaba. Ekkor a tablazat adatokkal telik meg.

61



4. Fontosabb eloszlasok

Ha a Cumulative értéke FALSE, oszloponként annak a valésziniiségét kapjuk,
hogy n proébalkozasb6l k esetben forduljon eld az esemény. Ha az utolsé
oszlopban lev6 adatokat abrazoljuk, akkor a valdszinliségi fiiggvény grafikonjahoz
jutunk. p értékét valtoztatva a grafikon kiilonb6z6 formaihoz jutunk. A 4.3. dbra
fels6 részén példaul az esemény bekovetkezésének valészinilisége p=0.45, ami
egy aszimmetrikus grafikonhoz vezet, mig az alsd, szimmetrikus gorbe p=0.5-

nek felel meg.

p=045

p=05

4.4. abra. A binomidlis eloszlds eloszldsfiiggvénye

Hasonléképpen kapjuk az eloszlasfiiggvényeket a Cumulative értéke TRUE-ra

allitasaval (ha a tablazat tartalmat jelzé B2 celldba az

=IF(B19,"P(X <= K)","P(X = k)" (4.18)
figgvényt irjuk be szoveg helyett, akkor a cim automatikusan igazodik a
tartalomhoz). A 4.4. dbran az el6bbi két eset eloszlasfiiggvénye lathaté.

A p=05 érték az egyenl6 valdszinliséggel bekovetkezd vagy be nem
kovetkez6 eseménynek felel meg, mint példaul annak, hogy paros szamot dobunk
egy kockaval. A hatos szam megjelenésének tanulmanyozasahoz ezt a
val6szinliséget 1/6-ra kell, hogy allitsuk. A binomidlis eloszlassal paros szam,
illetve hatos szdm dobdasanak valdszinliségét tanulmanyozhatjuk a dobdasok
szamanak (vagy az egyszerre eldobott kockak szamanak) fiiggvényében. Tizenkét
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probalkozasbdl a legnagyobb valészinliséggel hat paros szam dobasa fordul el6
(kb. 22.56%-o0s valdszinliséggel), mig ugyanennyi prébalkozasbél a hatos szam
kétszeri megjelenése a legvaldszintibb (29.61%-os eséllyel).

Gyakran olyan kérdésre kell vdlaszolni, hogy egy adott valdszinliséggel
hanyszor (vagy maximum hanyszor) fog bekdvetkezni a tanulmanyozott esemény.
Ennek a megvdalaszoldsara meg kellene oldani k -ban a valésziniiségi fliggvény
(illetve az eloszlasfliggvény) képletével megadott egyenletet. Tekintve e képletek
bonyolultsagat, ezt leginkabb prébalkozassal lehetne megoldani.

Az Excelben van egy BINOM.INV() fiiggvény, amelynek a paraméterei

- Trials: ez az n paraméter, amely a kisérletek szamat jelenti;
- Probabilitys: ez a p paraméter, amely a megfigyelt esemény

bekovetkezésének a valdszinlisége;
- Alpha: az Excelben ,kritérium”-nak nevezett valdszinliség, amely feliilrél
hatarolja a bekdvetkez6 események szamat.

Ez a fliggvény az eloszlasfiiggvény alapjan azt a legkisebb k szamot adja vissza,
amelyre P(X <k) >« . Az egyenl6tlenség az eloszlas diszkrét mivoltabol ered.

A Bernoulli-eloszlas

A Bernoulli-eloszlas a binomialisnak egy specialis esete, ahol n=1 - ebben az
esetben k lehetséges értékei 0 és 1.

4.3. A normal eloszlas

A normal eloszlast nevezik ugyan még Gauss-félének is, de azt tulajdonképpen
Carl Friedrich Gausst megel6z&en, a trigonometriai alakban felirt komplex szam
k -adik hatvanyat megado6 képlet megalkotdjaként is ismert Abraham de Moivre
francia matematikus vezette be els6ként.

A legtobb véletlen jelenség normal eloszlasu ugyan, de ez nem jelenti azt, hogy
ez kizardlagossagot élvezne: szamos véletlen jelenséget leiré valdsziniiségi
valtoz6 masfajta eloszlast kovet.

Intuitiv szemléltetésére Francis Galton, angol polihisztor, egy szerkezetet
épitett, amelyet Galton-deszkaként ismeriink. Ez tulajdonképpen egy ferdén
elhelyezett sik lap, amelybe sakkmintaszertien szegeket veriink be, egymastol
pontos tavolsagra. A lap aljan tartérekeszeket képeziink ki, amelyekben a feliilrél,
ugyanabbol a pontbdl elindulé korongokat vagy golyodkat gytijtjik 6ssze. A korong
lefelé csuiszasa kozben beleiitkozik az elsé szegbe, ami megakaddalyozza a tovabbi
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szabad lecsuszasat. Itt tehat az pattan egyet, és véletlenszerlien, egyenld
val6szinliséggel a szeg jobb vagy bal oldalan fog tovabb csiszni lefelé, a kévetkezd
szegig. Itt a jobbra vagy balra torténd kitérés megismétlédik, és egészen addig
folytatédik, mig a korong le nem ér a lap aljan levé tartéba. A tartéban levd
korongok kdrvonala egy harangszeri gorbét ad, ez pedig nem mas, mint a normal
eloszlas slriiségfiiggvényének valamilyen megkdozelitése. Minél tobb sor szeglink
van, és minél tobb korongot hasznalunk, anndl jobb lesz ez a megkozelités. (4.5.
abra).

af_ i e
P e
P w0
[ Y
(= Y
=
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=) = e
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4.5. abra. A Galton-deszka
Ezen intuitlv demonstracié célja a természetben el6fordulé véletlen
események magyarazata volt: minden egyes véletlen esemény (az, hogy melyik
tartoba esik a korong) tulajdonképpen sok-sok véletlen kimenetd, legtobbszor
megfigyelhetetlen elemi all amelyek egy bizonyos
val6szinliséggel bekovetkeznek vagy sem (tehat hogy a szegre esé korong annak
jobb oldalan esik-e tovabb vagy sem). Ahogyan a szegeken pattogé korongoknak
az ugyanabba a tartéba vezet6 lehetséges tUtjainak a szdma a szélektdl a deszka
kozepe felé novekedik, ugy a természetben el6fordulé véletlen események

eseménybdl 0ssze,

kimenete sem lesz azonos val6szintiségii, még akkor sem, ha az elemi ,igen-nem”
kimenetl események egyenld valdsziniliséggel kévetkeznének is be.

A Galton-deszka természetesen egy diszkrét valoszinliségi eloszlast illusztral, a
cimben szereplé normadl eloszlas pedig folytonos: ilyenkor egy olyan deszkara kell
gondolnunk, amely nagyon magas és megszamlalhatatlanul sok szeg van benne.

A Galton-deszka valdjaban azt a binomidlis eloszlast szemlélteti, ahol a korong
egyenld p=0.5 valésziniiséggel keriil a szeg bal, illetve jobb oldalara. Ekkor a 4.2.
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abran lathaté tablazatbdl, balrél jobbra haladva annak a valdszinliségét
olvashatjuk ki, hogy milyen valészinliséggel halad tovabb egy korong a szegek
kozott: az elsé oszlopban megjelend 1/2, 1/2 értékek azt jelentik, hogy a felsd
sorban levd szeg a korongokat kb. fele-fele aranyban tériti el balra, illetve jobbra.
Innen a korongok a masodik sorban levé szegekre esnek, amelyek szintén fele-fele
aranyban téritik el azokat balra és jobbra. Ekkor a bal oldali szegre es6 korongok
fele, tehat az dsszes korong kb. 1/4-e tériil balra, és ugyanannyi jobbra. A jobb
oldali szegre es6 korongok esetében ugyanez torténik, igy a két szeg kozott a
korongok kb. 1/4 + 1/4 = 1/2-e fog elhaladni. Ennek megfeleléen a tablazat
masodik oszlopaban az 1/4, 1/2, 1/4 valésziniliségek jelennek meg. Ez sorrol
sorra lefelé megismétlddik és igy alakul ki a haranggorbéhez kozelito eloszlas.

Az elmélet részletesebb taglalasa nélkiil kijelenthetjiik, hogy a Galton-deszka
igen-nem elemi eseményeinek valdsziniiségébdl ki lehet szamitani a korongok
beesésének helyét add diszkrét valészinliségi valtozé eloszlasat, és ha az egymast
kovetd események szama n — oo, akkor ez az eloszlas a normal eloszlas felé tart. A
folytonos normal eloszlas siirliségfliggvénye igy

! ei[ﬂ , (4.19)

f,(X)=——
X N2 oy
s ennek integralasaval az eloszlasfiiggvénye

2
;{m

F, (X) = 2\ o J dx - (4.20)

X _
;.Ie
270, 2,
Ezt az integralt analitikus formaban kiszamitani nem lehet.

A normal eloszlast teljesen leirja a Kkozépértéke és a szérasa. A
stiriségfiiggvény abrazolasa a szimmetrikus Gauss-haranggorbét eredményezi
(lehet, hogy azt Moivre-haranggoérbének kellene nevezni...), amely mindkét végén
aszimptotikusan tart a zér¢ felé. Az eloszlasfiiggvény grafikonja egy novekvd, két
vizszintes aszimptotdval és egy inflexiés ponttal rendelkezé gorbe, amely az
inflexiés pontra nézve szimmetrikus. A strliségfiiggvény maximuma (a harang
legmagasabb pontja) ugyanott van, ahol az eloszlasfiiggvénynek az inflexids
pontja van (4.6. abra).

A szimmetria miatt az atlagos érték, a median és a médusz egybeesik, és azok a
haranggorbe csucsanak, tehat az eloszlasfliggvény inflexiés pontjanak felelnek
meg. Ugyancsak a szimmetria miatt a ferdeség is nulla, a lapultsag pedig g, , =3.
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4.6. abra. A normdl eloszIds siiriiségfiiggvénye és eloszldsfiiggvénye

Standard normal eloszlas

A normal eloszlasnak van egy igen fontos sajatsagos esete, amikor m, =0 és
oy =1, ez pedig a standard normal eloszlas. A slirliségfiggvényét és az
eloszlasfiiggvényét a normal eloszlas megfeleld fiiggvényeivel, a nulla atlag és az

egységnyi szoras behelyettesitésével kapjuk:

1 o2 (4.21)

fx(x):m-e )

s ennek integralasaval az eloszlasfiiggvénye

XZ

F, (x) = ! -Ie_7dx- (4.22)
V27,

E fiiggvények értékeit régebb tablazatosan vagy grafikonokon adtdk meg
(akkor még nem voltak vagy nem terjedtek el a szamitogépek, és ezeknek a
mennyiségeknek a kiszamitdsa nehézkes volt). A standard normal eloszlas és a
kozonséges normal eloszlas egy valtozocserével osszekothetd: ha Y standard

normal eloszlasu, akkor

X =m +Y o, (4:23)
a megadott paraméterekkel rendelkezd normal eloszlast koveti. Avagy, ha X
kozépértéke m, , és szorasa o, , akkor

y =X omy (4.24)
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standard normal eloszlasu lesz. A tablazatokbdl tehat az x <> y megfeleltetéssel

ki lehetett olvasni valamely x érték megjelenésének valdszinliségét, vagy pedig
azt, hogy anndl kisebb vagy nagyobb értékek milyen valdszinliséggel jelennek
meg. Ez sokkal gyorsabb mddszer volt, mintsem hogy kézzel szdmoltak volna ki a
két fiiggvény értékét.

A normal eloszlas Excelben

Excelben a statisztikai fiiggvények kozott szereplé NORM.DIST() az eloszlas
stiriségfiiggvényének és eloszlasfiiggvényének értékét adja vissza. E fiiggvénynek
négy paramétere van, ezek:

- X: ez a valdszin(iségi valtoz6 azon x értéke, amire a slirliségfiiggvény vagy az
eloszlasfiiggvény értékét szeretnénk megkapni;

- Mean: ez az X val6szinliségi valtozé m, varhato értéke (4tlaga);

- Standard_dev: ez az X valdszinliségi valtoz6 o, szoérasa;

- Cumulative: TRUE (vagy 1-es) értéke az eloszlasfliggvény, FALSE (vagy 0) a
stiriségfiiggvény értékeinek kiszamitasat allitja be.

Alkalmazasként egy oszlopban hozzunk létre egy lefelé novekvd szamsort,
amely a valdszin(iségi valtozé x értékeit tartalmazza. Ha tobb lehet6séget
szeretnénk kiprébalni, akkor ezeket a szamokat egy tényezdvel skalazhatjuk,
amihez az sk tényez6t a B8-as celldban adjuk meg (4.7. 4bra). Ekkor a szamsor
els6 tagja a D3-as cellaban =-5*$B$8, a masodik az alatta levében =D3+0.5*$B$8.
Ez utébbi képletet terjessziik ki az oszlop tobbi cellajara is.

A val6szinliségi valtozé atlagat a B9, a szdérasat a B10 cellaban adjuk meg, mig
az eloszlasfiiggvény és a slriiségfliggvény kozotti valasztasdhoz a B11 cellat
hasznaljuk.

Az E oszlop fels6 cellajaba (E3) irjuk be a kovetkez6 fliggvényt:

=NORM.DIST(D3,$B$9,$B$10,$B$11), (4.25)
majd masoljuk at a képletet az oszlop tobbi cellajaba. Ekkor ez az oszlop adatokkal
telik meg.

A 4.8. adbran az m =25 atlagi és o, =2 szérasi normal eloszlas

stiriségfiiggvénye és eloszlasfiiggvénye lathato.
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A B C D E
1
2 X P(X=x)
3 -10 0.000000
4 -9 0.000000
3 -8 0.000000
6 -7 0.000003
7 -6 0.000024
8 sk 2 -5 0.000176
9 mean (m} 2, -4 0.001015
10 | standard_dev (s) 2 -3 0.004547
1 cumulative FALSE -2 0.015870
12 -1 0.043139
13 o 0.091325
14 1 0.150569
15 2 0.193334
16 3 0.193334
17 4 0.150569
18 5 0.091325
19 6 0.043139
20 7 0.015870
21 8 0.004547
22 9 0.001015
23 10 0.000176
2al

4.7. abra. Normdl eloszlds Excelben

0.250000

L)

Fulx)

s

4.8. abra. A normdl eloszlds stirtiségfiiggvénye és eloszldsfiiggvénye Excelben
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Az X valoszinliségi valtozonak az eloszlasfiiggvény egy bizonyos értékéhez
tartoz6 értékét a NORM.INV() fiiggvénnyel lehet kiszamitani, amelynek a
paraméterei a kovetkezok:

- Probability: ez a P* valdszinliség, amely fellilr6l hatarolja a valdszinliségi
valtozo értékét;

- Mean: az X valdszinliségi valtoz6 atlaga;

- Standard_dev: X szorésa.

Ez a fliggvény azt az x értéket adja, amelyre P(X <x)=P*.

Az Excelben a NORM.S.DIST() és a NORM.S.INV() fiiggvények hasonl6képpen
miikddnek, a standard normal eloszlas esetében hasznalhaték. Mivel ez esetben az
atlag és a szdras definici6 szerint adott (0, illetve 1), e két mennyiség nem szerepel
e fliggvények paraméterei kozott.

Normal eloszlasu szamsor szamitogépes létrehozasa

Normal eloszlasu pszeudovéletlen szamokat szamitogéppel is el6 lehet allitani.
E téren gyakran hasznalt algoritmus a Box-Miiller-eljaras. Elméleti alapjan
bizonyos valészinliségi Osszefiiggések allnak, a 1ényege pedig a kovetkezd két
miveletbdl all: ha rnd, és rnd, két standard egyenletes eloszlasu

(pszeudo)véletlen szam, akkor

Y, =+/~2-Inrnd, -cos(2- 7 rnd,) (4.26)
és

Y, :\/—Zdel-sin(Z-n-rndz) (4.27)
standard normal eloszlasu (pszeudo)véletlen szam lesz. Amennyiben m, atlaggal
és o, szorassal rendelkez6 normal eloszlasu véletlen szamokra van sziikségiink,
akkor az el6bbi két 1épést ki kell egésziteniink a kovetkez6é modon:

X, =My +Y,-0y €S X, =My +Y,-0y. (4:28)

4.4. A lognormal eloszlas

A valoszintliségi valtoz6 eloszlasa lognormalis, ha logaritmusanak eloszlasa
normalis. M4s szavakkal: ha Y normal eloszlast kévet, akkor X =e' lognormal
eloszlasi valdszinliségi valtoz6 (ekkor Y =In X ). Ilyen eloszlasra akkor

szamithatunk, amikor a véletlen eseményiinket normal eloszlast mutat6é elemi
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események szorzatanak tekinthetjik. A szakirodalom szerint ilyen eloszlast
kovetnek példaul a hidrolégiai adatok (havi, évi csapadékmaximum, folydk
vizhozamanak maximuma), a teleplilések mérete, a lakossag jovedelme, a
szerkezetek, szerkezeti elemek élettartama stb.

Definicidja szerint az eloszlasfliggvényét a kovetkezé mddon irhatjuk fel:

In x—my, x ’
Fo(X) = ———— je [ oinx ]d(lnx):
2:7Opx (4.29)
In x—my, ’
= J‘l 72'[ T ]dx.
V2 ZT-Opyx oX
A stirliségfliiggvény az el6bbi derivaltja:
In x—my, x
f, (X)__ ;-e 2[ %in x ] . (4.30)
2.7 -0«

Ha ez utdbbi fiiggvényt a normdl eloszlas siriiségfiiggvényének kozvetlen
felhasznalasaval irtuk volna fel (a valtoz6 atirasaval), akkor kimaradt volna a
valtozé derivaltjat jelentd 1/ x tag (e derivalt a normal eloszlas esetén egységnyi).

Eszrevehetjiik, hogy mivel a természetes logaritmusfiiggvénynek csak pozitiv
argumentuma lehet, a lognormal eloszlast kovetd valtozé csak pozitiv értékeket
vehet fel.

Azt is észrevehetjik, hogy az eloszlast az m , atlag és a o, szoras (a

val6szinliségi valtozé természetes logaritmusanak atlagardl és szérasarol van szo,
és nem pl. az atlag logaritmusarél) egyértelmiien meghatarozza.

Bebizonyithaté, hogy az X és a In X valdszinliségi valtozék eloszldsanak
jellemz6i kozott a kovetkezo6 dsszefiiggések 1éteznek:

2 12 my
m, =e"™ M oom =In—=2=~Inm, (4.31)

In X \/m
V, O e 11 o Oy =N [A+VE) =V, - (432)
m

A stirliségfliggvény a normal eloszlastdl eltéréen ez esetben aszimmetrikus, a
gorbe csucsa bal kéz feldl esik (pozitiv aszimmetria, 4.9. dbra). Az aszimmetria

s

o,, x Novekedésével fokozodik, ugyanakkor a siiriségfliiggvény egyre laposabb lesz

(de az eloszlas leptokurtézist mutat, tehat cstlcsosabb a standard normal
eloszlasnal).
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f\f{-"} / Chxy™ 0.2
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4.9. abra. Lognormadlis eloszlds stiriiségfiiggvényei

Az eloszlas moédusza

mX — emlnx_o-lznx , (433)
a medianja pedig

m, = e, (4.34)

Lognormalis eloszlas létrehozasa normal eloszlas alapjan

Az
Y=~ X (4.35)

atalakitassal a lognormalis eloszlasd valdszinliségi valtozé standard normadl
eloszlasu valtozéva transzformdalhaté. Ebbdl kévetkezben, ha standard normal
eloszlasu y értékekbdl lognormalis eloszlasu x értékeket kell eléallitanunk,

akkor azt az

e (4.36)
miivelettel tehetjiik meg.

Lognormalis eloszlas Excelben

A normdl eloszlashoz hasonléan, a lognormadlis eloszlasi valdszintiségi
valtozékhoz Excelben a LOGNORM.DIST() és LOGNORM.INV() fiiggvényeket
hasznalhatjuk, a normal eloszlas fiiggvényeivel azonos mddon. Megjegyzendd,
hogy a fliggvény paraméterei kozott szerepld atlag és szoéras a valtozoé természetes
logaritmusanak m, , atlagaés o, , szorasa.
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4.5. A hipergeometrikus eloszlas

A binomidlis eloszlas a visszatevéses mintavételezést irja le, amikor a
megfigyelt események egymdstdl fiiggetleniil és azonos valdszinliséggel
kovetkeznek be. Példaképpen: amikor egy fehér és fekete golydkat tartalmazéd
urnabdl taldlomra kihtizunk egyet, és azt a kovetkez6 huzas el6tt visszahelyezziik
az urnaba, a fehér és a fekete golyok megjelenése ilyen eloszlast kovet. Ha
ugyanezt a kisérletet gy hajtjuk végre, hogy a kihuzott golyokat nem helyezziik
vissza, akkor minden egyes golyé kihuzasa utan a fehér és a fekete szin
megjelenésének a valdszinlisége megvaltozik, a mar kivett golydk szinének
fliggvényében. Az utolsé golyd szine biztosan meghatdrozhatd. A visszatevés
nélkiili mintavételezést a hipergeometrikus (avagy hipergeometriai) eloszlas irja
le.

A visszatevés nélkilli mintavételezés soran jelolje N az elemek szamat,
amelyek koziil n elemet valasztunk ki a mintavételezés soran. Az N elem koziil
M rendelkezik azzal az adott tulajdonsaggal, amelynek a megjelenését (az A
esemény bekovetkezését) a mintavételezés soran megfigyeljiikk. Annak a
valészinlisége, hogy az A esemény k -szor kovetkezzen be,

Wiy
£ (K,NnM) = P(X =ky= S Gt _LkJ Lk ), (4.37)

=

ami a szakirodalomban rendszerint a binomialis egyiitthatékkal felirt formajaban

fordul eld. Ez a diszkrét X wvaldszinliségi valtoz6 négy paraméterii valoszinliségi
fiiggvénye. Az eloszlasfiiggvény, amely az A esemény legtobb k alkalommal valé

bekovetkezésének szamat adja:

2 (C-Clu)

F, (k,N,n,M)=P(X Sk):i:”—n. (4.38)
Cy
Az X valtoz6 varhato értéke
n-M
m, = ) (4.39)
* N
a szorasa pedig
Gx:\/n-M‘N—n'N—M_ (4.40)
N N-1 N
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A hipergeometrikus eloszlas ferdeségét és a lapultsagat komplikalt kifejezések
irjak le.

Amennyiben N nagyon nagy a mintdhoz képest, a visszatevéses valdszinliség
nem sokkal kiilonbozik a visszatevés nélkiilihez: ilyen médon a binomidlis eloszlas
a hipergeometrikus hataresetének tekinthetd. Ugyanilyen moédon, ha N — oo,
akkor a diszkrét hipergeometrikus eloszlds a folytonos normadl eloszlassal
mosodik egybe.

Hipergeometrikus eloszlas Excelben

A hipergeometrikus  eloszldas tanulmanyozdsara az  Excelben a
HYPGEOM.DIST() fliggvény alkalmas, amelynek 6t paramétere van:

- Sample_s: a k paraméter, a bekovetkez6 események szama;

- Number_sample: az n paraméter, a kisérletek szama;

- Population_s: az M paraméter, a populacié azon elemeinek a szdma, amelyek
a megfigyelt tulajdonsaggal rendelkeznek;

- Number_pop: az N paraméter, a populacié elemeinek teljes szama;

- Cumulative: ennek TRUE (vagy 1-es) értéke az eloszlasfliggvény, FALSE (vagy
0) a valdszintiségi fiiggvény értékeinek kiszamitasat allitja be.

A kiprobalashoz, a binomidlis eloszlas esetéhez hasonlé médon hozzunk létre
egy 13 sor x 12 oszlop méretii tablazatot, ahol vizszintesen a kisérletek n szama,
fliiggblegesen pedig a bekovetkezé események k szama Aall. Jeldljiink ki egy-egy
cellat a kovetett esemény teljes populdciébeli M szamanak (B18), a populécié N
szamanak (B19) és egyet az eloszlasfiiggvény vagy a valdszintliségi fiiggvény
kivalasztasahoz (B20, 4.10. abra). A tablazat bal fels6 sarkaba irjuk be az

=IF($B3>C$2,"" . HYPGEOM.DIST
($B3,C$2,$B$18,$B$19,$B$20)) (4.41)
fiiggvényt, és azt terjessziik ki a teljes tablazatra.

Az abran lathat6 eset egy olyan urnaval példazhat6, amelyben 6sszesen 240
goly6 van, amelyek koziil 80 fehér (az 6sszes golyd 1/3-a), a tobbi pedig fekete. Az
oszlopokban annak a valészintisége jelenik meg, hogy n kivett goly6 koziil éppen
k legyen fehér.

73



EME

4. Fontosabb eloszlasok
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4.10. Abra. Hipergeometrikus eloszlds Excelben
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adja. Ez az oszlop a binomialis eloszlassal azonos értékeket tartalmaz, hiszen ha a
kisérlet csak egyetlen minta vételére tdmaszkodik, akkor az egyardnt tekinthetd
visszatevésesnek vagy visszatevés nélkiilinek.

PX=k) N=10
i N=240
3 n=12

. PX=k)

M=80
N=240
n=12

4.11. dbra. Hipergeometrikus eloszlds valésziniiségi fiiggvénye
és eloszldsfiiggvénye

A 4.11. dbran a tablazatban feltiintetett eset valdszinliségi fliggvényét és
eloszlasfiiggvényét lathatjuk.

Megjegyzendd, hogy az Excelben nincs HYPGEOMINV( fliggvény.

4.6. A Poisson-eloszlas

A Poisson-eloszlas az egy adott id6 alatt egyenld, de kis valdsziniiséggel
bekdvetkezd, egymastol fiiggetlen események szamat irja le. Az id6tartam helyett
halmazokat, geometriai fogalmakat, pl. tavolsagot, teriiletet is hasznalhatunk.
Ilyen eloszlast kovet a radioaktiv elemek elboml6é atomjainak a szama, egy
szerverhez torténd hozzaférések szdma a nap egy adott szakaszadban, vagy pedig
csomagolaskor az egy doboz szeg kozé bekeriil6 selejtes darabok szama.

Ez utébbi példandl maradva, a k darab selejtes szeg dobozba keriilésének a
valésziniliségét a binomidlis eloszldssal hatdrozhatnank meg. Ha azonban
feltételezziik, hogy a dobozba keriil§ szegek (a mintak) n szama nagyon nagy a
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selejtekhez képest, akkor a Poisson-eloszlas mint a binomialisnak az n— o -ra
szamitott hatarértéke a dobozba keriil6 selejtek k szamat a koévetkez6képpen
adja:

A

e (4.42)

fy(k,4)=P(X =k) =

ahol A a selejtek szdménak a hadnyada, ami nem mds, mint az X valdszin(iségi
valtozo varhato értéke:

mX = /I . (4.43)

Masképpen, ha az esemény bekovetkezésének valoszinlisége p — 0, a mintak

szama pedig n—> o, akkor a A=n-p véges szdm az eloszlas paramétere. Az

eloszlasfiiggvény a kovetkez6:

1
F, (k,A)=P(X <k)=e™*. (i—] (4.44)
ik 1!
a szoras pedig
o, =4. (4.45)
A valoszinliségi fuggvény ferdesege f,, =1/ J4, lapultsaga pedig Loy =111.
A B C D E
2 X(k}  P(X<=k]
3 1] 0.006738
4 1 0.040423
5 2 0.124652
6 3 0.265026
7 4 0.440493
8 | Mean (lambda) 5 5 0.615961
g cumulative TRUE 6 0.762183
10 7 0.866628
11 8 0.931906
12 3 0.968172
13 10 0.986305
14 11 0.994547
15 12 0.997981
16 13 0.933302
17 14 0.999774
18 15 0.999931
19 16 0.999980
20 17 0.999995
21 18 0.999999
22 19 1.000000
23 20 1.000000

4.12. abra. Poisson-eloszlds Excelben
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Poisson-eloszlas Excelben

Ez esetben Excelben a POISSON.DIST() fliggvényt haszndljuk, aminek a
paraméterei:

- X:a k paraméter, a bekovetkezd események szama;

- Mean: a A paraméter, a bekovetkez6 események szamanak varhato értéke;

- Cumulative: ennek TRUE (vagy 1-es) értéke az eloszlasfliggvény, FALSE (vagy
0) a valdszinliségi fliggvény értékeinek kiszamitasat allitja be.

A Kkiprébalashoz hozzuk létre a 4.12. abran lathaté tablazatot. A A
paraméterhez haszndljuk a B8-as cellat, a valdszinliségi fiiggvény és az
eloszlasfiiggvény kozotti atvaltashoz pedig a B9-est. A k értékeket a D oszlopba
irjuk be. Az E oszlop felsé cellajaba irjuk be a

=POISSON.DIST(D3,$B$8,$B$9) (4.46)
fiiggvényt, majd masoljuk at az oszlop tobbi celldjdba. Ha a tablazatban levd
adatokat fiiggvényként abrazoljuk, akkor a valdsziniiségi fiiggvény, illetve az
eloszlasfiiggvény grafikonjahoz jutunk (a 4.13. abran a paraméter A =5 értékének
megfelel6 adatok alapjan).

. . ‘
L B B I B I

PX=k) A=5

1.000000 a P e et e e

4.13. abra. A Poisson-eloszlds valdszintiségi fiiggvénye és eloszldsfiiggvénye
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4.7. Az exponencialis eloszlas

Tegyiik fel, hogy egy megfigyelt jelenség tanulmanyozasa soran egy véletlen
ritka esemény bekovetkezéseit figyeljiik. Ezeknek a szamat a Poisson-eloszlas
segitségével irhatjuk le. Az egymast kovetd események kozott eltelt idétartam
szintén egy valdszinliségi valtoz6, amely exponencidlis eloszlast mutat. Az ilyen
fajta véletlen lefolyasu jelenség egy sztochasztikus folyamat, amelyet Poisson-
folyamatnak neveznek. Ilyen jelenség példaul a radioaktiv anyagok bomlasa, de
ezt az eloszlast haszndljuk a kiilonb6zé alkatrészek élettartamanak
meghatarozasakor vagy pedig varakozadsi id6ével kapcsolatos problémak
megoldasakor is.

Az exponencialis eloszlas folytonos (a Poisson-eloszlas diszkrét), és ha azt a
valds szamok halmazan értelmezziik, akkor a stirtiségfiiggvénye:

—A-X
f ()= A-e ha x>0, (4.47)
0 ha x <0.

a megfeleld eloszlasfiiggvény pedig:

1-e** hax>0,
0 ha x<0.

F, (x) = { (4.48)

Ez az eloszlas szélsGségesen aszimmetrikus, médusza (legnagyobb értéke) az
origéban van, amely éppen A -val egyenl6 (4.14. abra).

pEEY] |

- - X
4.14. abra. Az exponencidlis eloszlds stirtiségfiiggvénye

Az exponencidlis eloszlast kovetd valtozo atlagos értéke m, =1/A4, szorasa
pedig szintén ugyanannyi: o, =1/1. Ezek szerint (és a slriliségfliggvény

definici6janak képlete szerint is) az eloszlas egyetlen paramétere a A tényezd.
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Exponencialis eloszlas Excelben

Excelben az EXPON.DIST() fliggvényt haszndljuk, amelynek a paraméterei:

- X: az x valtozo értéke;

- Lambda: a A paraméter, a varhato érték inverze;

- Cumulative: ennek TRUE (vagy 1-es) értéke az eloszlasfiiggvény, FALSE (vagy
0) a stiriségfiiggvény értékeinek kiszamitasat allitja be.

S 405

Falx) A=0.5

0

4.15. abra. Az exponencidlis eloszlds stirtiségfiiggvénye
és eloszldsfiiggvénye Excelben

A Kkiprébalashoz hozzunk létre egy tdblazatot, a Poisson-eloszlds esetéhez
hasonlé mddon. Az E oszlop kit6ltéséhez ezuttal hasznaljuk az
=EXPON.DIST(D3,$B$8,$B$9) (4.49)
fiiggvényt. A paraméter A1=05 értékére a 4.15. 4bran lathatd
slirtiségfiiggvényhez és az eloszlasfiiggvényhez jutunk.

4.8. A geometriai eloszlas

Az exponencidlis eloszlashoz hasonldéan a geometriai eloszlas is a vart esemény
bekovetkezései kozotti torténéseket irja le, azonban ez utébbi a sikeres
préobalkozasok kozotti sikertelen kisérletek szdmaval kapcsolatos. Feltételezziik,
hogy a kisérletek sordn az események egymastoél fiiggetlenek, és a vart esemény
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bekovetkezésének valdszintisége nem valtozik meg. igy egy kisérlet soran a vart
esemény p valdsziniliséggel kovetkezik be, a sikertelenség valdsziniisége pedig
gq=1- p. Az ilyen fajta kisérletekre a legegyszeriibb példa a pénzfeldobas, amikor
pl. a fej megjelenését figyeljiik (és itt p is és q is 1/2, mert mindkét eset azonos
eséllyel fordul el6), de ugyanilyen a kockavetés is, amikor a siker lehet a hatos
dobésa (p=1/6), a sikertelenség pedig az 6sszes tobbi eset (q=5/6). Ezeket

Bernoulli-kisérletnek nevezziik, a kimenetilik valoszinliségét pedig a mar emlitett
Bernoulli-eloszlas mint a binomialis eloszlas legegyszeriibb esete irja le.
A geometriai eloszlast két verzidban is hasznaljuk:

a).a siker eléréséhez sziikséges préobalkozasok (Bernoulli-kisérletek) X
szamdanak leirdsahoz (a siker az X -edik kisérlet soran kovetkezik be, aminek az
értéke legalabb 1);

b). a siker elérése el6tti probalkozasok Y szamanak leirdasdhoz (Y = X -1).

Mindkét valdszinliségi valtozo6 diszkrét.
Annak a valdszinilisége, hogy a vart esemény az n-edik kisérlet soran
bekévetkezzen, az X valtozd valdszinliségi fliggvényét adja:

P(x=n)=f,(n,p)=p-q"" =p-1-p)"" (4.50)
mig annak a valdsziniisége, hogy az n -edik kisérletet kovet8en (tehat az n+1-edik
soran) érjiik el a sikert,

P(y=m="f,(p)=p-q"=p-(1-p)" (4.51)
Az els6é esetben n legalabb 1, a masodikban legaldbb 0, igy a megfelel

eloszlasfiiggvények:
P(x<n)=Fn.p)=> p-1-p)" (4.52)
i=In
illetve
P(y<m=F (n.p)= g p-(L-p)- (4.53)
A varhat6 értékek a két valtozatban
m, =L, illetve m, =9 -1=P, (4.54)
p p p

a szoras pedig mindkét verziéban
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Ja_Ji-p, (4.55)
p

Geometriai eloszlas Excelben

Az Excelben nincs olyan beépitett fliggvény, ami rogton alkalmas lenne a
geometriai eloszlds tanulmanyozasara, ezért magunknak kell megoldanunk a
fiiggvényértékek kiszamitasat.

Ehhez létrehozzuk a 4.16. 4bran lathato tiblazatot, ahol a B8-as cellaba a siker
bekovetkezésének p valoszinliségét kell beirnunk. A D oszlopban a siker
eléréséhez sziikséges kisérletek n szamat tartalmazza. Az E és F oszlopokban az
a). verzioban értelmezett valdszinliségeket szamitjuk ki: az E oszlopban a
valdszinliségi fliggvény, az F oszlopban pedig az eloszlasfliggvény értékeit
lathatjuk.

A B C D E F

2 n P(X=n) P(X<=n)

3 1 0.166667  0.166667
4 2 0.138889  0.305556
5 3 0.115741  0.421296
6 4 0.096451 0.517747
7 5 0.080376  0.598122
8 | p 0.166667 6 0.066980  0.665102
9 T 0.055816  0.720918
10 8 0.046514  0.767432
11 3 0.038761  0.806193
12 10 0.032301  0.838494
13 11 0.026918  0.865412
14 12 0.022431  0.887843
15 13 0.018693  0.906536
16 14 0.015577  0.922113
17 15 0.012981  0.935095
18 16 0.010818  0.945912
19 17 0.009015  0.954927
20 18 0.007512  0.962439
21 19 0.006260  0.968699
22 20 0.005217 0.973916

4.16. abra. Geometriai eloszlds Excelben

A valoszintiségi fliggvényhez az E oszlopban hasznaljuk a
=$B$8*(1-$B$8)"(D3-1) (4.56)
fiiggvényt. Az F oszlop felsd celldjadba masoljuk at az E oszlop felsé celldjadban

w4

taladlhat6 értéket (=E3), az alatta lev6tdl lefelé pedig alkalmazzuk a koévetkezd
képletet:
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=E4+F3. (4.57)
Az abran lathato tablazat értékei a p=1/6 valoszinliségnek felelnek meg. Ezt
értelmezhetjiik példaul ugy, hogy milyen eséllyel dobunk az n-edik prébalkozas
soran hatost. A D oszlopban példaul n=6-ra annak a valdsziniisége all (ami kb.
6.7%), hogy éppen a hatodik probalkozasra sikeriiljon a hatos dobdasa, az E-ben
pedig az, hogy milyen valdszinliséggel guritunk hat egymas utani prébalkozas
alatt hatost (erre pedig 66.5%-0s esélylink van). A kiszamitott értékek alapjan
megrajzolt valészintliségi fliggvény és eloszlasfliggvény a 4.17. bran lathato.

0

S [P p=16

n

PX<n) p=1/6

4.17. abra. A geometriai eloszlds valészintiségi fiiggvénye
és eloszlasfiiggvénye Excelben

4.9. A szélsoértékek eloszlasa

Pl

A széls6értékek (maximumok, minimumok) eloszlasdt a Fisher-Tippet-
eloszlassal, annak kiillonb6z6 sajatsagos eseteivel szoktdk leirni. A sajatsagos
esetek a Gumbel-, a Fréchet- és a Weibull-eloszlas, a Fisher-Tippet-eloszlast pedig
ezek kozos nevezdjeként a szélséértékek dltaldnositott eloszldsaként emlegetik. Az
altaldnositds az eloszlasfiiggvényt célozza meg, amit hirom paraméter

felhasznalasaval lehet a megfigyelésbdl szarmazé eredményekhez igazitani:
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e ha £=0,

_(resy e : 1 5= XZH

e hal=06és&-s>-1, o (4.58)
0 haé>06és&-s<-1, S50

1 ha&<0és&-s<-1,

Fe(X01,8) =

A harom paraméter az eloszlas (empirikus) lokalizaciés paramétere (u, az

eloszlas mdduszat, tehat a slirliségfiiggvény cstcsdnak helyét Aallitja be),
skalatényezdje (o, az eloszlas aszimmetriajat befolyasol6 paraméter), valamint az
alaktényezdje (&, ami a gorbe alakjat modositja).

A megfelel6 stiriségfliggvények:

es.e ha &£=0,
f (X0, 1, E) =4 (L+&-5) V9 e e E#£06sE-5>-1, (4.59)
0 egyébként.

A harom paraméter megvalasztasaval az eloszlast a kisérletekbdl szarmazo
adatokhoz lehet igazitani.

A Gumbel-eloszlas
Az 1. tipusu Fisher-Tippet-eloszlas a Gumbel-eloszlas, ami a £ =0 eset. Ennek
stiriségfiiggvénye

z X—p

Z'® aholz=e 7, Xe(—o0,400), (4.60)

f>< (X) =

eloszlasfiiggvénye pedig

o

F (x)=e". (4.61)
A Gumbel-eloszlas paraméterei tehat i és o, amiket a val6szin(iségi valtozo

megfigyelt értékeinek segitségével hatarozhatunk meg. E paraméterekkel az
atlagos érték m, = u+o-y, ahol y~0.57721 az Euler-Mascheroni-allando, a

szoras pedig o, =7-0/+/6. A ferdeségi tényezd a paraméterekts] fiiggetleniil
By =1.139,a stir(iségfiiggvénynek a bal oldalon van a maximuma.

Megemlithetd, hogy amennyiben Y standard normal eloszlast valdszintiségi
valtozo, akkor X = yg—o-In(—InY) az adott paraméterekkel rendelkezd Gumbel-

eloszlast fogja kovetni.
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Negativ Gumbel-eloszlas

Az el6bbi formaban a Gumbel-eloszlast a maximumok eloszldsara szoktak
hasznalni. Amennyiben minimumokra kellene alkalmazni, akkor azt a
megforditott elgjelli —X valtozora kell felirni, a

F(x)=1-F, (-X) (4.62)
szimmetriatulajdonsag felhasznalasaval. Az eloszlasfiiggvény ekkor
Fe(x)=1-¢7, (4.63)
a megfeleld stiriségfiiggvény pedig ez esetben is
fog=22, (4.64)
c
azonban most
X—pu
z=e° . (4.65)

A Gumbel-eloszlas Excelben

A Gumbel-eloszlashoz hozzuk létre a 4.18. abran lathat6é tablazatot! Ebben a

B8-as cella tartalmazza az eloszlas 4 lokalizacids paraméterét, a B9-es pedig

annak o skalatényezdjét. A D oszlop tartalmazza a valészinliségi valtozé egymast
koveto értékeit (az adott példaban -5 és +5 kozott, 0.5-0s 1épéssel).

Az E és H oszlopokban a z transzformalt valtozé értékeit latjuk, az el6bbiben a
maximumok eloszldsdnak modellezésére alkalmas pozitiv eloszlasra az

=EXP(-(D3-$B$8)/$B$9), (4.66)
az utébbiban pedig a minimumok esetében hasznalhaté negativ eloszlasra az
=EXP((D3-$B$8)/$B$9) (4.67)

fiiggvénnyel kiszamolva.
Az F és I oszlopokban a siir(iségfliggvények értékei vannak, az
=(E3/$B$9)*EXP(-E3), (4.68)
illetve a
=(H3/$B$9)*EXP(-H3) (4.69)
fiiggvényeknek megfelelGen.
Végiil a G és a ] oszlopokban az eloszlasfiiggvény értékei keriiltek kiszamitasra,
az
=EXP(-E3), (4.70)
illetve a
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=1-EXP(-H3)

fliggvény felhasznalasaval.

(4.71)

E képletek a fels6 celldknak felelnek meg, amiket ki kell terjeszteni az oszlop

alsobb cellaira is.

A B C D E

2 X z
3 -5 148.4132
4 -4.5 90.01713
5 -4 54.59815
G -3.5 33.11545
7 -3 20.08554
8 i /] -2.5 12.18249
9 o 1 -2 7.389056
0 -1.5 4.,431689
-1 2.718282
12 -0.5 1.648721

13 1] 1
14 0.5 0.606531
15 1 0.367879
16 1.5 0.22313
17 2 0.135335
18 2.5 0.082085
19 3 0.049787
20 3.5 0.030187
21 4 0.018316
22 4.5 0.011109
23 5 0.006738

F
Maximumra
fix)
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000062
0.004566
0.050707
0.179374
0.317042
0.367879
0.330704
0.254646
0.178507
0.118205
0.075616
0.047369
0.029299
0.017983
0.010936
0.006693

F(x)
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000005
0.000618
0.011314
0.065988
0.192296
0.367879
0.545239
0.692201
0.800011
0.873423
0.921194
0.951432
0.970254
0.981851
0.988952
0.993285

23
0.006738
0.011109
0.018316
0.030157
0.049787
0.082085
0.135335

0.22313
0.367879
0.606531

1
1.648721
2.718282
4.481689
7.389056
12.18243
20.08554
33.11545
54.59815
90.01713
148.4132

|
Minimumra
*(x)
0.006693
0.010986
0.017983
0.029299
0.047369
0.075616
0.118205
0.178507
0.254646
0.330704
0.367879
0.317042
0.179374
0.050707
0.004566
0.000062
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000

4.18. abra. A Gumbel-eloszlds Excelben

Az 1igy kapott fliggvényértékek abrazolasaval

a 4.19.

F*(x)
0.006715
0.011043
0.018149
0.029746
0.048568
0.078206
0.126577
0.199989
0.307799
0.454761
0.632121
0.807704
0.934012
0.988686
0.999382
0.999995
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000

abran

lathato

stiriségfiiggvényekhez és eloszlasfiiggvényekhez jutunk. Ezek tanulmanyozasa

sordn észrevehetjiik, hogy a két eset slirliségfiiggvénye egymads tiikorképe (a

modusz fiiggblegesére nézve),

az eloszlasfliiggvények pedig egymashoz
viszonyitva 1802-kal vannak elforgatva a (u,0.5) pont kortil.

A tablazatban és az dbran a standard Gumbel-eloszlas esete lathatd; u és o

értékének megvaltoztatasaval mas esetek, s azokon keresztill a paraméterek

hatasai is tanulmanyozhatdk.
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4.19. abra. A Gumbel-eloszlds stirtiségfiiggvénye és eloszldsfiiggvénye
(a *-gal jeléltek a negativ eloszlds fiiggvényei)
A Fréchet-eloszlas

A Fréchet-eloszlas a Il. tipusu Fisher-Tippet-eloszlas, slrliségfiiggvényét és

eloszlasfiiggvényét altalanos formajaban az
f.(x)=a-b-(x-b)y**t.e™", (4.72)
F (X)=e®0" (4.73)
kifejezésekkel szoktdk megadni, az a (vagy &) alaktényezd és a b (1/0)

skalatényez6 segitségével. Néha egy lokalizaciés tényez6t is beiktatnak, akkor a
fenti képletekbe ,x” helyett ,x—u"-t Kkell irni (ez a gorbét az atlagaval,

moéduszaval és medianjaval egylitt p -vel jobbra tolja el). Ebben a formaban II.

tipusd Gumbel-eloszlasnak is mondjak azzal a megjegyzéssel, hogy a
tulajdonképpeni Fréchet-eloszlas a b=1, u =0 esetnek felel meg. Ezt az eloszlast
a maximumok statisztikai leirasahoz hasznaljak.

Esetenként a két paramétert a valoszinliségi valtozd varhat6 értékével és
variacids tényezdjével lehet meghatarozni, a kdvetkez6 egyenletek megoldasaval:
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r-2/a) 1oV
\/ r?(1-1/a) X (4.74)
p_ra-1/a)
mX

ahol
[(z)= [t e dt (4.75)
0

a gamma-fliggvény. E filiggvény értéke csak numerikusan szamithat6 ki, amihez
Excelben a statisztikai fliggvények kozott megtaldlhat6 GAMMA()-t lehet
haszndlni. A fliggvényértékek a kézikonyvekben tabladzatos formdban is
megtalalhaték. Az els6 egyenletbdl a értékét a variacids tényez6 fiiggvényében
lehet kiszamitani, vagy pedig azt a 4.20. abran lathaté grafikonbél lehet kiolvasni.
E grafikonon a konnyebb leolvasds kedvéért az 1/a mennyiség szerepel a
vizszintes tengelyen. Lathatjuk, hogy V, —0-raa — o, illetve ha a—2, akkor

V, >, igy a valos esetekben a kett6nél nagyobb szam Kkell, hogy legyen

(egyébként 2-re és annal kisebb pozitiv szdmokra is meg lehet alkotni az eloszlas
fiiggvényeit).

l/a

4.20. abra. Grafikon az ,a” paraméter meghatdrozdsdhoz

Ez az eloszlas csak a (0,+ow) intervallumon értelmezett, igyhogy a b paraméter
képletének nevezdjében szereplé m, varhato érték nem lehet nulla.
A slirliségfliggvény mdédusza

1 a 1/a
My :B'[a_uj . (4.76)
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A Fréchet-eloszlas Excelben

Ez esetben a stiriségfiiggvény a novekvd x értékekre hirtelen névekedik, majd
a maximuma utdn eléggé meredeken ereszkedik, azonban a jobb oldalon csak
lassan tart a nulla felé. Emiatt a tanulmanyozas soran az x értékeket érdemesebb
a bal oldalon kisebb, a jobb oldalon pedig nagyobb 1épéssel felvenni (4.21. dbra).

A B C D

X
0.05
0.2
0.4
0.5
0.6

2.5 0.7

b 1 0.8

10 modusz 0.874075

1 1

1.1

1.3

1.5

1.7

2

2.5

3

~ o e W Pa

o oo
w

Peowa o ma

=~ e

=R Y=

]

5

E

f(x)
0.000000
0.000000
0.003155
0.098811
0.413989
0.759884
0.951577
0.987432
0.919699
0.814419
0.593954
0.420747
0.299304
0.185166
0.091454
0.050137
0.018930
0.008786

F

F(x)
0.000000
0.000000
0.000051
0.003493
0.027706
0.087227
0.174309
0.246597
0.367879
0.454760
0.595134
0.695665
0.766910
0.837967
0.903759
0.937864
0.969233
0.982271

4.21. abra. Tdbldzat a Fréchet-eloszldshoz

A tablazat adatai a =2.5-re (ami a variacios tényezd V, =1.034 értékének felel

meg) és b=1-re (b-m, =1.489) keriiltek kiszdmitasra. A s(riiségfiiggvény

értékeit a

=$B$8*$B$9*(POWER(($B$9*D3),(-$B$8-1)))*

EXP(-POWER(($B$9*D3),(-$B$8))),

az eloszlasfiiggvényét pedig a

=EXP(-POWER(($B$9*D3),(-$B$8)))

fiiggvénnyel lehet kiszamitani (ezek a fels6 sor celldira vonatkoznak), amihez az a
paraméter a B8, b pedig a B9 cellabdl keril kiolvasasra. Az abrazolashoz

kiszamoljuk a méduszt is:

=(1/$B$9)*($B$8/(1+$B$8))"(1/$B$8)
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(ez a D10-es cellaban levd érték), illetve az annak megfelel6 fliggvényértékeket. Az
igy kapott grafikonok a 4.22. 4bran lathatok.

Ja) a=25

Fxx)

X

4.22. dbra. A Fréchet-eloszlds stirtiségfiiggvénye és eloszldsfiiggvénye

A Weibull-eloszlas
A 111 tipusu Fisher-Tippet-eloszlas a Weibull-féle. Stirtiségfiiggvénye

k (x)" K
f(= (Ej e (4.80)
eloszlasfiiggvénye
F () =1-e ", (4.81)
ahol k az alakparaméter (£), A pedig a skalatényezd (o ). Az eloszlas értelmezési

tartomanya a [0,+o) intervallum és a minimumok eloszlasanak leirasahoz

alkalmazhaté. Megjegyzend6, hogy k=1-re az exponencidlis eloszlas
fiiggvényeihez, k=2-re pedig a késébbiekben példazott Rayleigh-eloszlas
fiiggvényeihez jutunk.

Ez esetben is be lehet iktatni egy lokalizacids tényez6t a fenti képletekbe , x”
helyett , x — 1 ”-t {frvan, ami a gérbét y -vel jobbra tolja el.

A két paramétert most is a valdszinliségi valtozé varhaté értékével és varidcios
tényezobjével lehet meghatarozni:
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r@+2/k)
1/2—_12VX'
r<@+1/k) (4.82)
1 T@+1/k)
y) m,

ahol I'(z) a mar ismert gamma-fiiggvény. Mivel az elsd 0Osszefliggésbdl k-t

analitikusan nem lehet kifejezni, a megoldashoz valamilyen numerikus médszert
kell alkalmaznunk, vagy pedig V, (k) tablazatos-grafikonos értékei alapjan kell

interpolalnunk (4.23. abra). Ha k —0, akkor V, — o0, k nagy értékeire pedig
V, —0.

4.23. abra. Grafikon a ,k” paraméter meghatdrozdsdhoz

Az eloszlas moédusza

1/k
My g(%) . (4.83)

A Weibull-eloszlas Excelben

Ez esetben a WEIBULLDIST() fiiggvény segitségével konnyebben
boldogulhatunk. Paraméterei:

- X: az x valtoz6 értéke;

- Alpha: a k alakparaméter;

- Beta: a A lokalizaciés tényezd6;

- Cumulative: ennek TRUE (vagy 1-es) értéke az eloszlasfiiggvény, FALSE (vagy
0) a stiriségfiiggvény értékeinek kiszamitasat allitja be.
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2 X
3 0
4 01
5 0.2
& 0.3
7 0.4
g | Alpha (k) 2.5 0.5
3 |Beta (lambda) 1 0.6
10 0.7
1 madusz 0.815193
0.95
il
1.3
15
1
2
P41
2

Feowa 2

[T - )

f(x)

0.000000
0.078807
0.219642
0.391033
0.571587
0.740665
0.879148
0.971722
1.009843
0.960504
0.810744
0.539529
0.291946
0.127982
0.024703
0.000505
0.000002

F(x)
0.000000
0.003157
0.017729
0.045100
0.096241
0.162033
0.243350
0.336325
0.451188
0.585071
0.718904
0.854401
0.936434
0.976904
0.996507
0.993943
1.000000

4.24. abra. Tdblazat a Weibull-eloszldshoz

Filx)

s

4.25. abra. A Weibull-eloszIds stirtiségfiiggvénye és eloszldsfiiggvénye

Kiprébaladsahoz hozzuk létre a 4.24. dbran lathato tablazatot, ahol a B8-as cella

k, a B9-es pedig A értékét tartalmazza. A s

irjuk be a

o

uruse

7

=WEIBULL.DIST(D3,$B$8,$B$9,FALSE),

fliggvényhez a D3-as cellaba

(4.84)
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az eloszlasfiiggvényhez pedig az E3-asba a

=WEIBULL.DIST(D3,$B$8,$B$9,TRUE) (4.85)
fliggvényt. Terjessziik ki a képleteket az oszlop tobbi cellajara. A pontosabb
abrazolas kedvéért szamitsuk ki és iktassuk kozbe az eloszlas méduszat:

=$B$9*POWER((1-1/$B$8),(1/$B$8)), (4.86)

valamint az annak megfelel§ fiiggvényértékeket is. gy a 4.25. 4bran levé
grafikonokhoz jutunk.
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5. TOBBDIMENZIOS VALOSZINUSEG-ELOSZLASOK

Vektorvaltozok
Bizonyos esetekben a kisérletileg tanulményozott jelenség két vagy tobb
valdszinliségi valtozotdl is fiigg, mint
Y =Y(X, X, o X X)) (5.1)
A valtozok (X, X,,... X,... X, ) halmazat vektorvaltozonak is szoktak nevezni.
Az Y esemény bekovetkezésének valoszinlisége, vagyis az, hogy az X, valtozok
valamilyen x; értéket szimultan vegyenek fel, szintén val6sziniiségi valtozonak

tekinthetd. Igy Y eloszlasfiiggvénnyel és siiriiségfiiggvénnyel (diszkrét esetben
valdszinliségi fiiggvénnyel) Kkell rendelkeznie, és eloszlasat ugyanazokkal a
jellemzdkkel irhatjuk le, mint az egyszer(i valészinliségi valtozokét. Y -ra azt is
mondjak, hogy tobbdimenziés vagy tobbvaltozos valdszinliségi valtozd, az
eloszlasat pedig az X, .. X, valdszinliségi valtozok egylittes eloszlasaként is

emlitik.

Tobbvaltozos siirtiségfiiggvény és eloszlasfiiggvény

Ezek szerint, amennyiben a valdszinliségi valtozé folytonos, l1éteznie kell egy
integralhaté f, (x,X,,...x,) fiiggvénynek, amely sehol sem negativ, és amely egy
olyan feliiletet hatdroz meg az n+1 dimenzids térben, amely alatti térfogat
egységnyi:

400 400 40

[ ] (X, %) dx oo, =1 (5-2)

E feltételek teljesiilése esetében f, (x,x,,..X,) az Y valdszinlségi valtozo
stiriségfiiggvénye lesz.

Akadrcsak az egyvaltozos esetben, a slirliségfliggvény integrdlja az
eloszlasfiiggvény:

X X Xn

F, (X, Xy, o X,) = j '[J‘ f, (X, Xy, oo X ) 0X, AX, ... X (5.3)

—0 —00  —©

amely a kovetkez6 valészinliséget adja:
P(X <X, X, %, X, X)) =R (X, X, o0 X)) (5.4)

Kovetkezésképpen az eloszlasfiiggvény
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O"F, (X, %y, ... X,)
OX 10Xy ...nOX,

= £, (%, %, ... X,) (5:5)

derivaltja a siirliségfliggvényt adja vissza.
Annak a valdszintlisége, hogy a vektorvaltoz6 valamely T tartomanyon vegyen
fel értékeket, a kovetkezd kifejezéssel szamithato ki:

P(a, < X,<b,a,<X,<bh,,..a, <X, <b,)=

bb, by (5.6)
:IJI fy (X, Xy, oo X, ) dX, dX, ... dX
al a? aI'\
Megjegyzendd, hogy ez a  valoszinliség nem  egyenld az

F (b,b,,..b)-F (a,a,,...a,) Kkilonbséggel. Példaként vegyik a kétvaltozds
esetet (5.1. abra):

P(a, < X, <b,a, < X, sbz):T[T fy(xl,xz)dxl]dx =

by
J‘ J-GZF v (X, Xz) dx, |dx :T IR (X, %)
2o 0x-0%, ? dX,

a
2 a

:f[aﬁgixﬂ—aFéimﬁjd@=(HU%XJ—E&%MJ)::

=K (bl!bz)_ K (alvbz)_ K (bl!az)"' K (aiiaz)-

dx, = (5.7)

a

X1
|

day by

5.1. abra. Vektorvdltozo (ai< X1 < by, az< Xz < bz) tartomdnya

Példankban a T tartomdnyt egy xOx, koordinatasikban megrajzolt
téglalapként abrazolhatjuk. A kiszamitott valoszinliség azt jelenti, hogy az X, és

az X, valoszinliségi valtozok szimultan értékeivel felvett pont e téglalap
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belsejébe, illetve annak az X, =b,, valamint az X, =b, peremére esik (az abran a

téglalap teteje és annak a jobb oldala).

Az eljarasunkat tobb dimenziéra is altaldnosithatjuk: ha a vektorvaltozé n
elem, akkor a T tartomany egy n-dimenzids hipertéglalap. Ez egy altalanositott
geometriai alakzat, amelynek a cstcsokban talalkoz6 oldalai ortogonalisak, az
egymassal parhuzamos éleik pedig azonos hosszusaguak. Egy hipertéglalapnak 2"
csucsa (vertexe) van. Négydimenzids hipertéglalapot nem tudunk abrazolni,

viszont a haromdimenzios egy kozismert alakzat: ez a téglatest.

byb, by
Nos, a tobbvaltozés III f, (X, X, ... X ) dx dx, ...dx ~integrdl kiszémitdsa

& a a,
ezuttal is valtozonként torténik, tehat pl. elészor integralunk x, szerint, a b, fels6
és a, alsé hatarértékek behelyettesitésével. Az eredmény két olyan fliggvény

kiilonbsége lesz, amelynek a valtozoi kozott mar nem szerepel az x,. E két

n-1
M parcialis derivaltja, ahol x -eta b,

O0X,-.rOX
illetve az a, értékekkel helyettesitettiik.

fliggvény a stirliségfiiggvény

n

A kovetkezd lépésben e két fiiggvény kiilonbségét integraljuk x, szerint, az a,
és a b, hatarok kozott, aminek az eredménye (mint lathattuk az el6bbi példaban)

négy fiiggvény algebrai osszege lesz (két tagja negativ elGjeli). Ezek a
"R, (Xg - X,)

parcidlis derivélt olyan kifejezései, amiket az x e{a, b},
OXg+ .t OX

n

X, e{az,bz} halmazok egy-egy elemével képzett értékpar behelyettesitésével

kapunk (négy ilyen parunk van).
A harmadik 1épésben tehat mar négy fliggvény algebrai 0sszegét integraljuk,
n-3
OR (X Xy) parcidlis derivaltba az x, e{a, b}, x,e{a, b,} és az
OXy et OX,

ezuttal a

X; € {ag, b3} halmazok egy-egy elemével képzett értékharmast kell helyettesitiink
(6sszesen 2°, tehat nyolc ilyen harmas van). Ha a vektorvaltozénk haromelemdj,
akkor ebben a lépésben a keresett valdszinliséget a nyolc behelyettesitési értékkel
P(a, < X;<b,a, < X,<h,,a, < X;<h,) =
=F (b,b,,b;)-F (a,b,,b)-F (b,a,,b,)+F(a,a,b;) - (5.8)
—F (b.by,a) +F (a,b,,8,) + F, (b, 8,,8.) - F (8, 8,, )
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gyanant kapjuk. Az el8jelre vonatkozé szabalyt is felismerhetjiik: az elGjelet (-1)*
adja, ahol k a behelyettesitett als6 hatarértékek szama (hadny a van az

argumentumok kozott).
Ezek utan a képletet kdnnyen altalanosithatjuk:
P(a, < X, <h,a,<X,<h,,..a, <X, <h,)=
by b, by

:III fy (X, Xgy oo X, ) dX dX, o dX = (5:9)
= Z -D)-F, (Ci1:Cin - Cig),
i=1,2"
ahol az eloszlasfiggvénybe a hipertéglalap i vertexének (c,,c,,..C,,)

koordinatait kell behelyettesiteni (ahol ¢, az a, és b, hatarértékek valamelyike)
és k(i) a vertex koordinatai kézott megjelend als6 hatarértékek (a, tagok) szama.

Amennyiben az integraldsi hatarokat egymashoz kell6képpen kozel vessziik
fel,

P(a,—5,/2<X,<a,+6,/2,..a,—5,12<X, <a,+3,/2) =

a+0,/2  a,+5,/2 (5,10)
= [ o | G x) b i~ f(8,8,..8,) 6,6, 5

a-0,/2 a,~5,/2
ahol §,-6,-...-5,az X, X,,... X, valtozok egyidejiileg felvett a ,a,,...a, értékeivel
megadott P pont kortl felvett hipertéglalap tartomanya. A fenti dsszefiiggésben
az f, (X, Xy, X,): 0, -0, -...- 0, szorzat tehat annak a valdszinliségét kozeliti meg,

hogy a P pont erre a tartomanyra essen
E fliggvények és valoszinliségek az X, valtozok egyiittes eloszlasat irjak le.

Szerkezetméretezési példa

Szemléltetés gyandnt a kovetkezd, 5.2. dbran egy kétvaltozés fliggvény
slrliségfiiggvényét mutatjuk be. A megoldandé feladatban az x valtozd egy
szerkezet szilardsagat (R), mig az y a szerkezet terhelését (S) jelenti. Mindkét

valtoz6 valamilyen eloszlast, példaul normal eloszlast kovetd erd.
Mivel e valtozok egymastol fiiggetlenek, két esemény egyiittes megjelenésének
a valoszinlisége az események valdszinliségeinek szorzataként irhaté fel, igy
példaul:
P(R<x,S<y)=P(R<x)-P(S<y). (5.11)
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Ennek alapjan a két valtozd egylittes eloszlasfliggvénye a valtozok

eloszlasfiiggvényének szorzata:

Fes (X y) =R (x)-Fs(y), (512)
ahonnan kovetkezik, hogy
OFos (6 Y) _ 0 (F(0)-F () _ 9F(9) aF(y) (5.13)
0X-0Yy 0X-0Y oX oy
tehat az egyiittes siriiségfliggvény is az egyszer( slrlségfiiggvények szorzata
lesz:
fR,S (X y)=f(x)- fs(y)- (5.14)
frsn)

Az S=Rsik

P
T

me x

// ﬁ% Az § < R tartomany
Pl
My
\

e ,
" Az 8 > R tartomany

v

vy

A
A Prierfogal

5.2. abra. Kétvdltozds siiriiségfiiggvény

Az dbran az S =R sik annak a hataresetnek felel meg, amikor a terhelés éppen
a szerkezet szilardsadgaval azonos igénybevételt hoz 1étre, e siktél balra, ahol a
terhelés meghaladja a szerkezet szildrdsagat, az minden bizonnyal tonkremegy. E
tonkremenetel valdsziniliségét a harangfeliiletnek az S =R sikkal lemetszett része

alatti térfogat, P, adja:

P, = |] fo(x)- f;(y) dxdy, (5.15)

D¢

ahola D, tartomanytaz y = x egyenes hatarolja le:
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+00

P, =£ j £ (X)- 5 (y) dx dy- (5.16)

Ha a tonkremenetel valészinliségét Excelben VBA-programozas nélkiil akarjuk
kiszamitani, akkor a kett6s integral értékét numerikus eljarassal kell
megkozeliteni, egy megfeleléen megvalasztott Ax és Ay lépéssel kiszamitott

fo(%)- fs(y;)- Ax- Ay mennyiségek Osszege gyanant.

Tegylik fel, hogy mindkét valdsziniliségi valtozé normal eloszlast, a terhelés
varhato értéke mg; =3.5kN, a szilardsagé pedig m, =5.5kN, a szorasok pedig

o, =1.25kN, illetve o, =0.8kN (mindezen mennyiségek erdjellegiiek). Ekkor a

szamitasokat tdblazatos formaban az 5.3. 4bran lathaté médon oldhatjuk meg.

A B C D E F G H J K L
2 Flx) *F(y) Y o 0.1 0.2 0.3 0.4
3 s (x) R(y) fly) 2.71782E-11 6.37E-11 1.47E-10 3.34E-10 7.46E-10
4 m 3.5 5.5 X f(x)
3 s 1.25 0.8 0 0.006332 1.72102E-13 ] ] ] ]
6 0.1 0.007897 2.14624E-13  5.03E-13 o o o
7 0.2 0.009785 2.655944E-13 6.23E-13 1.44E-12 o o
8 pf 0.094391 0.3 0.012048 3.27434E-13  7.67E-13 1.77E-12 4.02E-12 o
9 0.4 0.014733 4.00569E-13 9.35E-13 2.17E-12 4.92E-12 1.1E-11

5.3. abra. A tonkremenetel valosziniiségének kiszdmitdsa

Az E oszlopban az x valtoz6 (a terhelés), a 2 sorban az y valtoz6 (a szilardsag)
értékei vannak, Ax = Ay =0.1kN lépéssel, 0 kN és 11kN kozott.
Az F oszlop f.(x), a 3 sor pedig f.(y) NORM.DIST() fliggvénnyel kiszamitott

értékeit tartalmazza. E fliggvények grafikonjat az 5.4. dbran lathatjuk. A tablazat
celldiban e kettd szorzata all, amennyiben x>y (tehat amikor a terhelés eléri
vagy meghaladja a szilardsagot). A bal fels6 (H5) cellaba beirt fliggvény
=IF($E5>=H$2,$F5*H$3,0), (5.17)
amelyet at kell masolni a tablazat tobbi cellajaba. A tonkremenetel val6szinliségét

a cellak tartalmanak 6sszegének és a Ax-Ay teriiletnek a szorzata adja:

=SUM(H5:DN115)*0.1*0.1, (5.18)
ami jelen esetben mintegy 9.4%. Az atlagok és a szérasok megvaltoztatasaval mas
eseteket is tanulmanyozhatunk.
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Jaly)

5.4. abra. A terhelés (S) és a szildrdsdg (R) stiriiségfiiggvénye

Az egymastol fiiggo valtozok esete

Az elébbi kétvaltozés példaban feltételeztiilk, hogy a valdszin(iségi
vektorvaltozé elemei egymastdl fliggetlenek. Ha ez nem igy van, akkor a
stiriségfiiggvények és az eloszlasfiiggvények kozotti osszefiiggések mar nem
lesznek éppen ilyen egyszer(iek. A szemléltetés kedvéért vegylink most is egy
kétdimenziés példat: legyen X és Y Kkét tetszbleges valdszinliségi valtozé.
Emlékezzlink, hogy az X <x eseménynek az Y <y eseményre vonatkoztatott
feltételes valdszinlisége annak az eseménynek a valdszinliségét jelenti, hogy
X < x ugy kovetkezik be, hogy kézben Y < y. Ez a valoszinliség

P(X<xY<y) Fy(xy)
P(Y<y) F (y)
ahol a szamlaléban a valdszintliségi valtozok egyiittes eloszldsfiiggvénye, a

P(X <x]Y<y)= (5.19)

nevez6ben pedig Y eloszlasfiiggvénye szerepel. Hasonl6képpen irhatjuk fel a

P(X<xY<y) Fyy (X, )
PX<x)  F(X)

feltételes valdszinliséget 1is, ahol ezuttal a nevezében az X valtozd

PY <y|X <x)= (5.20)

eloszlasfiiggvénye fog megjelenni. Ez két feltételes valdszinliség legfennebb abban
a sajatos esetben egyenld, amikor F, (x) =F, (y).

Feltételezvén, hogy X és Y a valds szamok teljes halmazan értelmezett, az
Fey (X y)=P(X<xY <y) egyiittes eloszlasfiiggvény a kovetkezd

tulajdonsagokkal rendelkezik:
- Fy (X) = Fyy (X,0) és F, (y)= Fyy (0, y), (5.21)
barmely x-re, illetve barmely y-ra. F (x), valamint F (y) X és Y egyiittes

eloszlasanak a peremeloszldsaij
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Yo %o

g Fey 09 ¥0) = | | iy (6 y) dxay (5.22)

—00 —00

ahol f, , (x,y) az egyiittes stirtiségfiiggvény;

~ (0= [ fy (o y)dy € £,(y)= [ fi, (6, y) dx (5:23)
a peremstirtiségek;
- Fev (o) = [ [ £ (xy) dxdy =1; (5.24)
- Fy v (X,—0) =0 és F, , (—0,y)=0; (5.25)
- P(X1<Xsz’Y1<YSY2)=Fx,v(xziyz)_Fx,Y(Xpyz)_
_Fx Y (Xz- yl) + Fx Y (le Y1) ; (5-26)
= ha X és Y nem fiiggetlenek, akkor
fex (X Y) = £,(X)- £, (y) és By (X y) = F (X) R (y) - (5.27)

A valészinliségeket az X <x és Y =y, illetve az Y <y és X =x eseményekre

is felirhatjuk:
P(X <x]Y =y)=F, (X]y), (5.28)
P(Y <y[X =X)=Fy, (y]%); (5.29)
ezek a megfeleld feltételes eloszldsfiiggvényeket adjak. Ez esetben a szamlaloban
nem az egylittes eloszlasfiiggvény szerepel, hanem annak rogzitett y -ra, illetve x -
re felirt formaja, a nevezében pedig az f,(y), illetve az f, (x) peremeloszlasok

sliriségfiiggvénye jelenik meg. Bebizonyithatd, hogy

oF, ., (xy) 1
F,, _ 9y ) ) (5.30)
v 1Y) oy f, (y)
illetve
_ORy oY) 1 531
Fev(YIx)= oy N (5.31)

A feltételes  eloszlasfiiggvények  derivaltjai adjdk a  feltételes
stirliségfiiggvényeket:
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P(X:X’Y:y)_aFX,Y(X|Y)_

POV=y)  ox (5.32)
PRy 1 ()

~oaxay Ry f(y)

fX,Y (Xl Y) =

illetve

P(X=xY=y) zan,Y(ylx) _

_ORy(y) 1 ()
oXx-0y fx(x) fx(x) .

Alkalmazasként tekintsiik az egymastdl nem fiiggetlen X és Y valdszin(iségi

fx,v(Yl X) =

valtozok
1
Fev(Xy)= Tre 0 1 eily (5-34)
egylittes slirliségfliggvényének esetét. E fliggvény grafikonja az 5.5. dbran lathato.
Fy v (x,y) parcidlis derivaltjai:

alzX,Y (X, y) _ 0.5‘670'5)< — (535)
ox (1+e +et)

OFy(xy) — 1le™ y (5.36)
oy (1+e +et)

a masodrendii vegyes parcidlis derivalt pedig a két valdsziniiségi valtozo egyiittes

slirliségfiiggvényét adja:

0°F, , (X, Y) 1.1.g05x 11y
)= x - 0.5 11y )3 (5.37)
X oy (1+e"'x+e<~y)

(a szdmlaléban 2-0.5-1.1=1.1). Ennek a grafikonja az 5.6. 4bran lathato.
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5.5. abra. Az Fxy(xy) kézos eloszldsfiiggvény

5.6. abra. Az fxv(x,y) kozds stirtiségfiiggvény

A peremeloszlasok

1
Fe(X)=Fy (x4) = =555 (5.38)
és
R (y) = Py (b0, Y) = (5.39)
’ 1+e ™"
a peremstiriiségek pedig
b= [ 1y dy= ) 05e ™ (5.40)

x| (et

illetve
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+00

aFX,Y(Xl y) _ 1.1'6_1'1-)/2 (541)
o L (e

()= [ Ty (6 y) ik

(grafikonok az 5.7. &bran).

SHy)

Sx)

5.7. abra. A peremstiriiségek és a peremeloszldsok

A fentiek felhasznalasaval a feltételes eloszlasok

OF v (X, Y) 1 142.e71Y @22y

Fey (X1y) = = (5.42)
oy H (141t
és
Fe (YIX)= OF v (XY) ) 1 _ 1+2.e %% 4o » (543)
’ ox fy () (1+ e 05X 4 e’“’y)
a feltételes siirtiségfiiggvények pedig
—0.5-x . .pLlly —2.2y
fXY(x|y)=fx'Y(X’y)=e (1+2-e +e3 ) (5.44)
’ f (y) (1+ e 0oyt )
illetve
.aLlly .p05x -X
(o ) 22t (12 et reT) (5.45)

fX (X) (1+ e—0.5-x + e_lll,y )3

Hasonl6képpen szamithatjuk ki a fejezet elején emlitett feltételes
valésziniiségeket is:

Fey (xY) _ 1+e "

P(X <x|Y<y)= = ’
( | y) R () 14e05% L g1ty

(5.46)
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F -0.5-x
P(Y <y|X <x)= X Y) e . (5.47)

F (X)) 1+e0% 4ty

5.8. abra. A feltételes stiriiségfiiggvények és eloszldsfiiggvények
y régzitett -1, 0 és 5 értékére

A feltételes eloszlds esetében is meghatdrozhatjuk a leginkabb val6szini
varhaté értéket. A feltételes varhaté értékekre az aldbbi kifejezéseket
allapithatjuk meg:

+0 1 +00

—v)= . — . . , 548
E(X|Y =y) _ij fy (x]y) dx o) _LX fy (X, y) dx (5.48)
E(Y | X =x)=£y-fx,Y(y|x)dy= fx(x)iy- fuy (X y)dy- (5:49)

E mennyiségek allandok, amennyiben a feltételben szerepld valdszinliségi
valtoz6 értékét rogzitjlik, egyébként az elsé y, a masodik pedig x fliggvénye lesz,
és ekképpen valdszinliségi valtozéknak tekinthet6k. Ez esetben bebizonyithato,
hogy a feltételes varhaté értékek varhaté értéke

E(E(X|Y:y)):mx:Tx-fx(x)dx, (5.50)

illetve

+00

E(E(Y|X =x)=m, = [y-f,(y)dy. (5.51)

Példankat folytatvan, a feltételes varhato értékeket vy, illetve x fiiggvényeként
nem tudjuk meghatdrozni, mivel az integradlokat nem lehet analitikusan
kiszamitani, azonban a feltételben szerepl6 valtozo6 rogzitett értékeire numerikus
integralassal megkapjuk a minket érdekl§ értékeket. gy példaul:
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E(X|Y =-1)=-0.774671, E(X|Y =0)=0.613706, E(X |Y =1)=1.425329,
E(Y | X =-1)=0.023566, E(Y|X =0)=0.278957, E(Y|X =1)=0.478111.

Kovariancia és korrelacio

Ha egy kisérlet soran két mennyiséget az X ésaz Y valoszinliségi valtozdkkal
frunk le, akkor feltevédik annak a kérdésnek a megvalaszoladsa, hogy azok
fliiggetlenek-e egymastdl vagy sem. Masképpen: meg kell vizsgalnunk, hogy azok
korrelalatlanok vagy korrelaltak-e, s ha igen, akkor milyen mértékben.

A vélaszt a két valtozé kovariancidjdnak kiszamitasaval adhatjuk meg, ami a
definici6 szerint a két valtozé atlagos értéktdl vald eltéréseinek szorzatat veszi
alapul, e szorzat varhaté értékét jelenti:

cov(X,Y) =E((X-my)-(Y —-m,)), (5.52)
ahol E(..) a varhaté érték kiszamitasanak operatora. E definici6 alapjan
cov(X, X)=o% . E mennyiség nagyobb értékei a két valtozé kozotti linearis
fiigg6ségre utalnak, azonban nehéz 6sszekdtni a kovariancia kiszadmolt értékét a
linedris kapcsolat valdszintiségével.

Megallapithat6, hogy
cov(X,Y)=E(X-Y)-E(X)-E(Y)=m,, —m,-m,, (5.53)
ami a kovariancia eltolasi tulajdonsaga.
A valészintiségi fiiggvény ismeretében diszkrét valtozok esetében a
cov(X,Y) = iZl% jZl;m oy (6 y5) - 06 =my ) - (y; —my ) (554)
folytonos valtozok esetében pedig a slirliségfiiggvény felhasznalasaval a

cov(X,Y) =ff fy (% y)-(x=my)-(y —my ) dxdy (5.55)

képlettel adhatjuk azt meg.

Ha a kovariancia értéke nulla (legalabbis nagyon Kkicsi), akkor a két valtozé
linedrisan fiiggetlen: ez azonban nem jelenti azt, hogy kozottiik nem létezhet
valamiféle nemlinearis kapcsolat.

A kovariancia pozitiv értéke azt mutatja, hogy a két valtozé egytitt valtozik (pl.
ha az egyik novekedik, akkor a masik is kdvetni fogja), a negativ érték pedig
forditott irdnyud valtozast jelent (az egyik novekedése a masik cs6kkenését vonja
maga utidn). A negativ érték nem jelent forditott aradnyossagot; a forditott
aranyossag egy nemlinedris kapcsolat.
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Mivel a kovariancia nem normalt mennyiség, a kiilonb6z6 esetekben
kiszamitott értékek dsszehasonlitdsa nem hordoz kiiléndsebb informaciét. Emiatt
bevezetésre keriilt egy Uj fogalom, a korreldcids egyiitthatd, amely a kovariancia
normalt értéke. Definici6 szerint a normalast a szérasok szorzataval vald osztassal
érjik el:

cov(X,Y) _E((X-m)-(Y-m,)) (5.56)
Oy " Oy Oy Oy

corr(X,Y) =

E mennyiség értéke a [-1,+1] intervallumra esik (corr(X,X)=1). Nulla,

negativ vagy pozitiv értéke ugyanolyan jelentéssel bir, mint a kovarianciaé.

Rangkorrelacio

Az iménti korrelaciés egyiitthaté csak a linedris kapcsolat vizsgalasara
alkalmas. Ha példaul a két val6szin(iségi valtozo kozotti kapcesolat Y = X, akkor
az evidens fiigg6ség ellenére a korrelacios egyiitthat6 ezt a fliggéséget nem fogja
tilkrozni. Emiatt a valdszinliségi valtozok nemlinearis kapcsolatanak a
felderitésére masfajta mennyiség, a rangkorreldcids egyiitthato lesz alkalmas. A
rangkorrelacié azt mutatja, hogy két mennyiség egylitt valtozik-e vagy sem.

Két ilyen fajta korrelacios egyiitthaté haszndalata gyakoribb, ezek a Spearman-
féle p ésa Kendall-féle r . Mindkét esetben a rangkorrelacids egytitthat6 értéke a

[-1,+1] intervallumon van. Bar a két valtoz6é kozotti matematikai kapcsolat

felderitésére egyik sem alkalmas, legaldbb egy annyit tudunk, hogy ha az
egyltthaté +1, akkor a két valtozoé rangban teljes mértékben korrelalt; a negativ
érték azt jelenti, hogy egymassal ellentétes irdnyban valtoznak. A 0 érték azt
mutatja, hogy a két valtozé rangban nem Kkorreldlt, vagy pedig az adatparok
szimmetrikusak valamelyik tengelyre nézve.

A Spearman-féle rangkorrelacié

A Spearman-féle rangkorrelacios egyiitthatét ad6 Osszefliggés a korrelacios
egyltthat6éval analég, azonban nem a valdszinliségi valtozdkra, hanem azok
rangjara kiszamolt kovariancia és szérasok szerepelnek benne:

p= SV 6). (5.57)

er ' O-"v
A kiszamitasahoz az X és az Y valtozok (x;,y,) értékparjait a rangjaikkal, az

(ryi %) parokkal helyettesitjiik, majd ezeknek szamitjuk ki a korrelacios
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egyutthatojat. Valamely x, érték rangjat a csokkend sorrendbe allitott értékek

sordban elfoglalt helye jelenti, a legkisebb rangja (ami 1) a legnagyobb értéknek
van, a legnagyobb rangja pedig a legkisebb értéknek van (ami egyenlé n-nel, a
parok szamaval).

A Spearman-féle rangkorrelacié Excelben

Egy tablazatban (5.9. dbra) rendezziik az Osszehasonlitand6 valdsziniiségi
valtozok mintavételezésével nyert x és y értékeket két egymas melletti oszlopba.

Példaként vehetjiik az

X =-0.5+rnd,, (5.58)
y, =k-x +c-(-0.5+rnd,)
mesterségesen elallitott véletlen szamokat, amelyek kozott a k egyiitthatd
teremt kapcsolatot. Eszrevehetjiik, hogy ha k =0, akkor elméletileg a két véletlen
szam egymastdl fliiggetlen kell legyen. Ha pedig ¢=0 (és k nem), akkor a kettd
linedris kapcsolatban all egymassal.
Az r, és az r, rangokat az Excel RANK.AVG() fliggvényével szamithatjuk ki.

Ennek harom paramétere van:

- number: az x vagy y valtoz6, aminek a rangjat keressiik;

-ref: az intervallum (az oszlopban), amelyben a sorba Aallitand6 elemek
vannak;

- order: az opciondlisan megadott FALSE vagy 0 értéke csokkend, ellenben
névekvd sorrendben keres.

Az 4brén levo tablazat r, oszlopaban a

=RANK.AVG(B3,$B$3:$B$12,0), (5.59)
r, oszlopaban a

=RANK.AVG(C3,$C$3:$C$12,0) (5.60)
fiiggvényeket kell hasznalni.

A Kkorrelaciés egylitthaté kiszamitasara szintén létezik beépitett Excel-
fiiggvény, éspedig a CORREL(). Ennek két paramétere van, Arrayl és Array2,
amelyek a két valoszintiségi valtozo értékeinek intervallumat jelentik.

Esetiinkben ezt felhasznalhatjuk az X és Y valdszinliségi valtozok
corr(X,Y) korrelacioés egylitthatéjanak kiszamitasara (G9-es cella):
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=CORREL(B3:B12,C3:C12), (5.61)
valamint az r, ésaz r, rangok p Kkorrelaciéjanak kiszamitasara is (G12-es cella):
=CORREL(D3:D12,E3:E12). (5.62)
A B C D E F G

2 i X y rx ry k

3 1 0.177202 -0.20796 5 6 0.5

4 2 -0.11664 -0.45743 10 9

5 3 0.393498 -0.22073 2 7

6 4 0.006083 -0.06768 7 5

7 5 -0.03963 -0.23262 8 8

8 6 -0.10464 -0.46089 9 10 corr{X,Y)

9 7 0.374391 0.453792 2 3 0.582411

10 8 0.433358 0.706877 1 1

1 9 0.326997 -0.0043 4 4 o]

2| 10 0.011196 0.470854 6 2 0.709091

5.9. abra. Spearman-féle rangkorreldcié Excelben

Kiilonb6z6 eseteket tanulmanyozva azt tapasztaljuk, hogy mindkét egyiitthato
az adatok bizonyos foku kapcsolatara utal (tehdt hogy azok nem teljesen
fliggetlenek). Ha a mintdk n szamat megnoveljik (tovabbi x, és y, értékeket

tartalmazé sorokat adunk a tablazathoz), akkor k =0-ra azt tapasztalhatjuk, hogy
n novekedésével az X és Y valésziniliségi valtozok kozotti korrelaltsag egyre
inkabb kisebbnek mutatkozik.

A Kendall-féle rangkorrelacio
A Kendall-féle egytitthaté kiszamitasahoz az (x;,y,) értékparokat x névekvd
sorrendjébe rendezziik, azaz x <X, <X,...<X,. A parokat Osszehasonlitjuk: az

els6ét az 6sszes tobbivel, a masodikat a harmadiktél kezdve egész n -ig, tehataz i -
edik part minden j>i, j<n-re. Az utolsé part mar nem kell 6sszehasonlitani

semmivel sem. Ha 6sszesen n parunk van, akkor az 6sszehasonlitisok szama
(n=1)+(n-2)+...+1, ami egy szdmtani haladvany dsszege. Masképpen: ez a szdm

n elem méasodosztalyd kombinacidinak a szama, azaz C?.

A parokrol a kovetkezdket allapitjuk meg:

-ha x;, <x; és y; <y, akkor ez a két par konkordans; az ilyen esetek szama n,,

-ha x, <x; és y; > y;, akkor ez a ket par diszkordans; az ilyen esetek szama n,,
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-ha x =x; és y = Y akkor e két par x -ben kotott; az ilyen esetek szama t_,
-ha x #x; és y, = Y akkor e két par y -ban kotott; az ilyen esetek szama t,
-ha x; =x; és y =y, akkor e két par x-ben is és y-ban is kotétt; az ilyen

eseteket nem vessziik figyelembe Ezek szama t, .

Ha a tanulmdanyozott adatsorban nincsenek kotott parok, akkor a Kendall-féle

rangkorrelacios egytitthatd
po MmNy (5.63)
n-(n-1)/2

(a nevezében n a parok szama, mig maga a nevezl az emlitett szdmtani
haladvany 6sszegeként az 6sszehasonlitdsok szadmat adja).

Az el6bbi esettel ellentétben, amikor x-ben vagy y-ban kotott parok is
vannak, akkor a szakirodalomban tobbféle képletet is taldlunk. Az egyik lehet6ség
a kovetkez6:

r= N, — Ny , (5.64)
\/n'. (n-1) t (-1 \/n (n-1 t,-(t, -1
2 2 2 2

ahol az n'=n-t, -be nem szamoljuk bele a kétszeresen kotétt parok

Osszehasonlitasat, a kivont mennyiségek pedig az x-ben, illetve az y -ban kotott
parokkal végzett 6sszehasonlitdsok szamat jelentik. A nevezd maga a gyok alatti
mennyiségek mértani kézéparanyosa.

Egy egyszer(ibb verziéban

r= N — Ny : (5.65)
Jne+ng +t - fng+ng +t

A Kendall-rangkorrelacié kiszamitasara Excelben nincs beépitett fliggvény. A
mintdk nagyobb n szidmara a szamitisokat VBA-programozas vagy kiilsé
konyvtarak nélkiill nehéz lenne elvégezni, a gondot a parok 6sszehasonlitasa
okozza.

Valésziniiségi valtozok fiiggvénye

Az eddigiekben a valészintiségi valtozok egyiittes eloszlasat tanulmanyoztuk,
azaz a kisérlet eredményét tobb, esetleg egymastol nem fliggetlen valtozéval irtuk
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le, majd azok megjelen6 értékeibdl vonunk le kovetkeztetéseket (példaul azt, hogy
a szerkezet allja-e vagy sem a terhelést).

El6fordulhat egy olyan eset is, amikor a kisérlet eredményét jeldls Y
mennyiség két vagy tobb egyszeri valtozo fliggvényeként irhato le: ekkor nem az
egylttes eloszlast tanulmanyozzuk, hanem az

Y =YX, X,, .. Xy X)) (5.66)
fliggvény értékeinek eloszlasat. llyen egyszertibb fliggvények példaul:
Y=X,+X,, Y=X-X,, Y=X,/X,. (5.67)

Y értékei nyilvan egy valészinliségi valtozé értékeiként mutatkoznak.
Felvetd6dik tehat az a kérdés, hogy milyen kapcsolatot allapithatunk meg az Y
fiiggvénynek és a valtozdinak az eloszlasa kozott. A tovadbbiakban tegytik fel, hogy
az X, valtozok fiiggetlen valtozok.

Ha az atlag
m, = [y, (y) dx (568)

és a szoras

o, =J [ £,(»)-(y-m,)* dy (5.69)

képletébe behelyettesitjitk az Y valtozét fliggvényként megadd képletet és Y
sliriségfiiggvényét, akkor e mennyiségeket analitikusan is kiszamithatjuk. Néhany
egyszerlibb esetben e szamitasok konnyebben elvégezheték, és a kovetkezd
tablazatban feltiintetett eredményekhez jutunk.

X m, Oy
C C 0
a-X+c a-my +c¢ a-o,
a-Xtb-Y a-m, +b-m, Ja2-o? +b?-o?
2 2 2 2. 2 2
a-X-Y a-m, -m, a.\/mX.GXJFmY.JerJX.GY
2 2 2 2 22
a-y[My Oy +Myy -0y + 0y Oy =
a-xX/yY a-my -my,y \/ 2 2
= Myo My e =My My

Az X /Y hanyadosra vonatkozéan megjegyzendd, hogy azt X és 1/Y
szorzataként értelmezziik, valamint azt is, hogy m,,, #1/m, és o,,, #1/ o, .
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Mas esetben a szamitasok mar nem ennyire egyszertek, ilyenkor a megoldast

az Y fiiggvény Taylor-sorba fejtése jelentheti, amelyet az
M= (M, My ;e My e, My ) (5.70)

kozéppontban végziink el:
(oY
Y:Y(mxl,mxz,....,mxi,....,mxn)+2[ﬁj (X =my )+ (5.71)
i=1 i /m

E kifejtés elsd tagja az Y fliggvénynek az m pontban szamitott értékét jelenti,
a kovetkezo tagokban pedig egyiitthatéként a valtozok szerinti parcidlis derivaltak
értéke szerepel, szintén az m pontban.

Ha a Taylor-sorba fejtésnél csak a felirt tagokat vessziik tekintetbe, Y &tlagos
értéke a kovetkez6képpen kozelithetd meg:

m, =Y (My My e, My, My ), (5.72)
ugyanis a parcidlis derivalt utani zaréjel atlaga zér6 (X, atlagabol, ami m,,
kivonjuk m, -t). Y szdérdsdnak megkozelitése a tablazatban feltiintetett

Osszegképlet alapjan:

2 2 2
GY = ﬂ '0)2( + ﬁ '0)2( +."+ ﬂ .0>2< ) (5-73)
ox, ). \ox, ) % oxX, ) %

mivel a Taylor-sorba fejtés els6 tagja konstans, és annak szdérasa zéré.
Példaul ha

_a-xlz+b~X1+C (574)
X, -cos X,

Y

akkor az Y valdsziniiségi fliggvény varhat6 értékét az

2
a-m; +b-m +c
m o T TR (5.75)
m, -cosm,
2 3

a szorasnégyzetét pedig a

2 2
, [2-am, +b | a-mg +b-m, +c)
Oy =| ———| oy +|— oy, +

2
m, -cosm, my, -cosm,

(5.76)

2
2 .
4_((&l.mx1 +b-m, +c)-sin mng o

2 X
my, -€0os” m,_ :

kifejezésekkel kozelithetjiik.
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Az atlag és a szoras meghatdrozasa mellett felmeriilhet a siir(iség, illetve az

eloszlasfiiggvény meghatarozasanak igénye is.
A legegyszer(ibb esetben Y csak egyetlen X valtozd fliggvénye, Y = p(X).

Ekkor, feltételezvén, hogy ¢(X) invertalhato, Y eloszlasfiiggvénye
F(Y)=P{ <y)=Plo(X)<y)=
_JP(X <o (M) =F (¢ (y))  hag (Y)ndvekvs,
P(X2¢(y))=1-F,(¢"(y)) hag(Y)csokkens.

Az invertalhatosag feltétele ¢ bijektivitasa, ugyanakkor ez a fliggvény folytonos -

(5.77)

kovetkezésképpen ¢ is, és az inverze is szigortian monoton, innen kovetkezik a

fenti képlet Kkifejtése. E tulajdonsdgok geometriai értelmezését, az
eloszlasfiiggvények kapcsolatdt az 5.10. abran lathatjuk, a csokkend inverz

fliggvény esetét példazva.

i sl

;
=
)

F0) Fy)

'T

Fylx)—_

F,
s
-
r.—-

5.10. abra. Az Y = ¢(X) transzformdcié eloszldsfiiggvényeinek kapcsolata

Mivel a siirliségfiiggvény az eloszlasfiiggvény derivaltja, amennyiben a ¢ *(Y)
inverz fliggvény derivalhat6, és az novekvd, az Osszetett fliggvény derivalasi

szabalyat alkalmazva
dF, (y) _ IR (¢ () _dFx(¢'(v) d(¢” )

f =

= dy d(e™(y))  dy (5.78)
_dR (9 dx _ 1 1
©dx  dy () dy /dx B (9 '(x)

Amennyiben az ¢@*(Y) inverz fliggvény csokkend, akkor a levezetés

megismétlésével kapott képlet csak egy ,-” eljelben fog kiilonbozni.
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Ha ¢™(Y) novekvd, akkor a szigortian monoton tulajdonsiga miatt ¢(X) is
novekvd, és ekkor ¢'(x)>0, igy az el6bbi relacioval Kkapott f (y)
stiriségfiiggvény sehol sem lehet negativ.

Ha ¢ '(Y) csokkend, akkor ¢(X) is csokkend, és ¢'(x) <0, ami a ,-” elGjellel
szintén egy sehol sem negativ f, (y) siirliségfiiggvényhez vezet.

Ha a derivalt abszolut értékét vessziik, a két esetet egyetlen 0sszefliggésben
foglalhatjuk 6ssze:

)= 600 o (579
dx

Ezeknek az dsszefiiggéseknek a legfontosabb alkalmazasai a kovetkezok:

- amikor az x értékek egyszerii eltoldsardl van sz6:

y=p(X)=x+c, x=¢'(y)=y-c,

dy
Y=X+c — x * (5.80)
R (y)=F(y-o),
fy (y) = fx (y-c);
- amikor x léptékének megvaltoztatasardl van szo:
y=p(x)=c-x, x=¢'(y)=ylc,
@
dx (5.81)

R (y)=F(y/c),
()= f (/)

E két egyszerli miiveletet hasznaltuk a fontosabb eloszlasok targyaldsakor,

példaul az Y = (X —m, )/ o, normalizalt valtozo eléallitasakor.

Szamitasainkat a tobbvaltozos esetre is Kiterjeszthetnénk, azonban a
szamitdsokat nehéz lenne elvégezni. Ezek miatt a mérnoki gyakorlatban gyakran
egyszerlsitd feltételezésekbe bocsatkozunk a tobbvaltozds eloszlast leird
fliggvényeket illetéen. Példaul, ha X, X,,... X, normal eloszlast kovet6 fiiggetlen
valésziniiségi valtozok, akkor azok barmely Y =a, - X, +a, - X, +...+4, - X, linearis

kombinacidja szintén normal eloszlastinak tekinthetd, az el6bbi tablazat alapjan
kiszadmithat6 atlaggal és szérasnégyzettel.
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Hasonloképpen feltételezhetjiilk, hogy ha X, X,,... X, lognormal eloszlasu
fiiggetlen valtozok, akkor a Y =a - X™-a,- X’ -...-a - X" szintén jo kozelitéssel

lognormal eloszlasu lesz.

Ha meghatarozzuk (példaul az emlitett kozelitd képletekkel) Y atlagat és
szorasat, akkor fel tudjuk irni a feltételezett, kozelit6 stirliség- és
eloszlasfiiggvényt is.

Példa: a Rayleigh-eloszlas
A Rayleigh-eloszlas egy folytonos

R=+X2+Y? (5.82)
val6szinliségi valtozd eloszlasa, ahol X és Y normal eloszlasu, nulla atlagy,
azonos szorasu és egymastol fiiggetlen valtozok.

Ezt az eloszlast véletlenszeriien valtozé vektoridlis mennyiségek nagysaganak
lefrasara hasznaljuk, amikor e mennyiség 6sszetevdi (a tengelyekre esd vetiiletei)
normal eloszlast kovetnek. Tipikus alkalmazasa a szél sebességének vizsgalata,
amikor e sebességet két egymadsra merdleges irdny szerint mérjik.

Az emlitett feltételek mellett a két 6sszetevd siirliségfiiggvénye

1 2 2 1 2 2

fo(X) = ————-e" ") f (y) = ———x-e’ ), (5.83)
g N2-7-o? ! N2-7-o?
egyliittes eloszlasuk pedig

1

2
2.0

Fey (X Y) :J' f.(x)- f, (y)dxdy = ,J.e(x2+y2)/(2.52) dxdy. (589
D D

A kitizott cél a vektor hosszdnak (az R valdsziniiségi valtozénak) a
tanulmanyozasa, igy a D tartomanyt a

p=AX2+y* <r (5.85)

feltétellel irhatjuk le. Ekképpen a szamitdsokat egyszer(ibb polarkoordinatakban
elvégezni:

1 2rr 2/(2.0_2) 1
Fa(r) = [[pe e dpdg=—
00

- p‘eﬂzl(Z»cz) dp, (5.86)
2-r-o o

[SY —

ahol dA=(p-d¢)-dp, az eredmény pedig a Rayleigh-eloszlas eloszlasfiiggvénye. A

megfeleld stiriségfiiggvény pedig e kifejezés derivalasaval

r 2 2
fo(r)=—-e" 7. (5.87)
o
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A kozponti hatareloszlas tétele

Van a fentieknél altaldnosabb érvényii és az eloszlas fliggvényeinek emlitett
mérnoki megkozelitését alatdmaszto tétel is. Ez a kozponti hatdreloszids tétele,
mely szerint ha X, X,,... X, egymastol fiiggetlen, tetszdleges, de azonos eloszlast

kovet6 valoszinliségi valtozok, amelyek koziil egyiknek sincs meghatarozé hatasa,
akkoraz Y = X, + X, +...+ X, 0sszeg aszimptotikusan normal eloszlasu lesz.

Az aszimptotikus azt jelenti, hogy n-nek eléggé nagynak kell lennie. Azt, hogy
egyik valtozonak sincs meghatarozé hatasa, gy kell értelmezni, hogy atlagaik
kozel azonos nagysaguak. Ez utébbi feltétel ritkdbban teljesiil, ilyenkor a kézponti
hatareloszlas tételét az Y :in valtoz6 standardizalt alakjara mondjak ki, és

eszerint a standardizalt valtozék Osszegének eloszldsa lesz aszimptotikusan
normal eloszlasu. Az 6sszeg tagjainak standardizalt alakjat mar ismerjiik:

X = Xizmy, (5.88)
Oy

ezek atlaga barmely i-re nulla, szérasuk pedig egységnyi, s ekképpen egyiknek

sem lehet meghatarozo hatasa az 6sszegiik eloszlasara nézve. Az Osszeg atlaga az

atlagok Z‘ m, Osszege (Id. a fenti tablazatot), emiatt a standardizalt valtozok
i=1,n I

Y® =X; +X; +...+ X, Osszegének atlaga is nulla lesz (m . =0). Az 6sszeg szorasa

a tablazat alapjan Z(g;i )2 , és mivel a szérésok mind egységnyiek, o , = Jn.
i=1,n

Ezek szerint a normalizalt valtozok 0sszegének az eloszlasa egy nulla atlagu, de

nem egységnyi szérast normal eloszlas felé kozelit.

Van a koézponti hatareloszlasnak egy még altalanosabb formaja is (Ljapunov),
amely szerint a tetszdleges (tehat valtozonként nem feltétleniil azonos tipusi)
eloszlast kovetd valdszinliségi valtozoknak akkor normal eloszlasu az 6sszege, ha
minden X; valtozé atlagos értéke, szorasa, abszolit eltérése és ¢, =x —m, K

harmadrend{i momentuma véges nagysagu, és ha

n

26,
lim_—=_ ' _p- (5.89)

n—owo n
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Hasonlé Osszefliggéseket allapithatunk meg a valdszinliségi valtozok
szorzatara is: amennyiben azok lognormadlis eloszlast kovetnek, a felsorolt
feltételek mellett a szorzat is (standard) lognormalis eloszlast fog mutatni.

E tételek gyakorlati alkalmazasat megnehezitik bizonyos dolgok: egyfel6l csak
Osszegre, illetve szorzatra alkalmazhatjuk, masrészt feltevédik a kérdés, hogy
vajon mekkora kell, hogy legyen n, teljesiilnek-e a tétel alkalmazadsanak a
feltételei, stb.
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Az adatokat rendszerint vizsgdlattal, azaz megszemléléssel vagy méréssel
nyerjuk.

A megszemlélés a helyzet felmérésébdl, az egyedek megszamlalasabol all.

A tényleges mérés soran a megmérenddé mennyiséget oOsszehasonlitjuk a
mértékegységgel, a kett6 hanyadosa a mérészdm, avagy a mérték. Az
0sszehasonlitashoz valamilyen méréeszkézt hasznalunk. A mérés eredményét,
annak pontossigat tobb tényezd is befolyasolja, igy a mérbeszkoz vagy az
0sszehasonlitasnal haszndlt etalon pontossaga, a leolvasasi hibak, valamint a
mérés folyamata soran fellépd hibak. Ezek miatt a meghatarozott mérték még az
ismételten megmért mennyiségek esetében is valtozé6 mennyiségként fog
jelentkezni: azt mondjuk, hogy a megmért mennyiséget mérési hibdk terhelik.

A mérés soran fellépd hibakat hdrom kategdridba szokas felosztani:

-a). szisztematikus hibdk (vagy rendszeres hibak): a mér6eszkézhdz vagy a
mérési eljarashoz kothetd determinisztikus jellegii eltérések, amelyek nagysaga
alland6 és meghatdrozhaté. Ezeknek a hibdknak a forrdsa lehet példaul a
mérdeszkoz elallitddasa(a nullpont eltolédédsa egy tolomérce esetében) vagy pedig
a hémérséklet-valtozds okozta térfogatvaltozds (amikor egy piknométerrel a
slirliséget nem azon a hémérsékleten mérjiik, amelyre az eszkozt kalibraltak);

- b).durva hibdk: ezek forrasa példaul a tévedés (pl. téves leolvasas),
valamilyen erds kornyezeti hatds, a mérés folyamata soran bekovetkez6 baleset
(pl. rossz érintkezés elektromos mennyiségek mérésénél), az adatatviteli vagy
rogzitési hiba és mas ehhez hasonl6 koriilmények lehetnek;

-c).véletlen hibdk: eredetiik a mérés koriilményeit befolydsol6 jelenségek
komplexitasa miatt ismeretlen, valoszinliségi valtozoként foghatdk fel.

A szisztematikus hibdkat az el6idéz6 okok ismeretében korrigalhatjuk, ilyen
modon a hatdsuk kiolthat6.

A durva hibdk egy részét akar szemrevételezéssel is felfedezhetjiik, ilyen
esetben az atlagtol valo jelentOs eltérést tekintjiik durva hibanak. Itt persze egy jo
kérdés az, hogy mit tekintiink jelent8s eltérésnek, vagyis hogy hol a hatar a durva
hibak és a véletlen hibadk kozott. Erre a valaszt a véletlen hibak statisztikai
eloszlasarol felallitott hipotézis alapjan adhatunk: ha a méréssel szerzett adatok
halmaza nem illeszkedik a hipotetikus eloszlashoz, akkor vagy a durva hibak altal
befolyasolt adatok miatt torténik mindez (és akkor meg kell keresni, hogy melyek
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azok: nem feltétleniil a megmért legnagyobb vagy legkisebb értékekrdl van szo),
vagy pedig az eloszlasrol felallitott hipotézisiink nem allja meg a helyét.

Ha csak kevés megmért adat 4ll a rendelkezésre, akkor a hiba eloszlasarél nem
lehet fogalmat alkotni, igy a durva hibak elkiilonitése bizonytalansagokba tlitkozik.
[lyenkor megoldast jelenthet a til nagynak és a tal kicsinek tling értékek torlése,
vagy pedig a megmért legnagyobb és legkisebb értékek figyelmen kiviil hagyasa.
Ha példaul egy tengely atmérdjét otszor mérjik meg, akkor a legkisebb és a
legnagyobb értékek eltavolitasa utan a megmaradt harom adatbdl szamithatunk
egy atlagot, amelyet a tengely d&tmérdjének tekintiink.

Statisztikai sokasag

Egy kisérlet soran valamilyen jelenséget vizsgalunk, rogzitett koriilmények
kozott. Mind a korilményeket, mind a kisérleti eredményeket mennyiségileg
valamilyen mérhet6 paraméterrel irjuk le. Ha a kisérlet valamilyen véletlen
folyamatot tanulmanyoz, akkor még szigortian beadllitott és ellendrzott
korilmények kozott is a mért eredmények bizonyos valtozatossagot, véletlen
értékeket mutatnak. A kisérleti eredmények ilyen halmazat statisztikai
sokasdgnak vagy populdciénak nevezzik, amely a tanulmanyozott mennyiséget
leir6 valészinliségi valtozé kiilonb6z6 értékeit tartalmazza. A tanulmanyozott
jelenség leirdsdhoz e valdszinliségi valtozé pontos meghatirozisara (tehat
eloszlasanak meghatarozasara) van sziikségiink.

A nagy szamok torvényének alapjan e pontos meghatirozashoz nagyszamu
kisérlet elvégzésére lenne sziikség, azonban a gyakorlatban erre legtobbszor nincs
lehet6ség, csak korlatozott szadmu egyedbdl 4all6 statisztikai sokasag
tanulmanyozasara szoritkozhatunk. Ezen sokasag (mért eredmények) alapjan
rajzoljuk meg a hisztogramokkal kozelitett empirikus eloszlasfiiggvényt és
stiriségfiiggvényt.

Minta, visszatevéses és visszatevés nélkiili mintavétel

Sok esetben a statisztikai sokasdg elemeinek oly nagy, hogy minden egyes
elemének tanulmanyozasira nincsen lehet6ség. Ezt a mondatot kdnnyebben
értelmezhetjlik, ha példaul valamilyen automata gép 4ltal gyartott alkatrész
méreteinek ellen6rzésére gondolunk: a gép igen sok alkatrészt gyarthat révid idé
alatt, azonban nekiink nincs lehetdségiink minden egyes alkatrész
megvizsgaladsara. Ilyenkor a statisztikai sokasagot jelentd halmazbdl egy
kényelmesebben tanulmanyozhat6 részhalmazt, dgynevezett mintdt kiilonitiink
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el, és vizsgalatainkban e minta elemeire szoritkozunk. A mintavétel
véletlenszertien torténik, azaz a statisztikai sokasdg barmely eleme azonos
valoszinliséggel keriilhet a kivalasztott minta halmazainak elemei kozé. A
mintavétel lehet visszatevéses, amikor az adott egyed megvizsgalasa utan
visszakeriil abba a sokasagba, ahonnan a kévetkezé mintat vessziik (tehat megvan
annak a val6szinilisége, hogy az masodszorra is a keziinkbe Kkertl); és lehet
visszatevés nélkiili, amikor egy-egy egyed csak egyszer Kkeriill a megvizsgalt
mintiba. Amennyiben a statisztikai sokasag egyedeinek szama nagy, akkor a
visszatevés nélkiili és a visszatevéses mintavétel kozel azonos eredményekhez
vezet (mivel valamely egyed kivalasztdsanak valdszinlisége igen kicsi). Ellenben a
két eset targyalasat szét kell valasztanunk, hiszen valamely érték megjelenésének
empirikus  valdszinlisége  valamely minta  tobbszori  kivalasztasanak
megnovekedett valoszinlisége miatt nagyobb lesz a tényleges valdszinliségnél.

Adatok feldolgozasa

Mintdnkat a koénnyebb feldolgozads céljabol rendezziik, vagyis az észlelt
értékeket novekvé sorrendbe Aallitjuk. Az empirikus siriiségfiiggvény és
eloszlasfiiggvény megrajzolasdhoz rendezett mintankat Kkétféleképpen is
feldolgozhatjuk. fgy a mar ismertetett eljaras szerint a legkisebb és legnagyobb
észlelt érték Aaltal lehatdrolt intervallumot részintervallumokra (osztalyokra)
osztjuk és megszamoljuk, hogy egy-egy osztdlyba hany elem esik. A
részintervallumok  hosszat Aaltaldban  egyenlének  vessziilk, mindenik
részintervallumot a k6zépértékével jellemezhetiink.

Absz. gyakorisag Kumulativ absz. gy.
60

50

40

[
=R =N R

30
20
10

0

152 177 201 225 249 273 298 322 346 370 152 177 201 225 249 273 258 322 346 370

o M oo

6.1. abra. Az abszoliit gyakorisdgok hisztogramjai

A 6.1. 4brdn egy M =56 adatbél 4ll6 minta hisztogramjait latjuk: a kisérleti
értékek a legkisebb és legnagyobb megmért adatok altal lehatarolt [1.40, 3.82]
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intervallumon helyezkednek el, amelyet Z =10 egyenld, Ax=0.242 hosszusagu
osztalyra bontottunk. A 6.2. dbra a normalizalt hisztogramokat mutatja - ezek
szemlatomast a normal eloszlas slirliség- és eloszlasfliggvényeire hasonlitanak.

Rel. gyakorisag Rel. kumulativ gy.

0.3 1 —
0.25 08
0.7
0.6
015 05
04

0.2

01

0.2
0.1
0 0

152 177 201 235 245 273 298 322 345 370 152 177 201 235 24% 273 298 322 346 370

0.05

6.2. abra. A relativ gyakorisdgok hisztogramjai

Az 56 adatbdl all6 rendezett minta a kovetkezd6:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
xi | 1.403 1.679 1.896 2.066 2.075 2.102 2.122 2.162 2.173 2.217
i 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
xi | 2.230 2.251 2.304 2.315 2.323 2.354 2.380 2.382 2.423 2.432
i 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Xi | 2.448 2.477 2.487 2.498 2.508 2.533 2.533 2.534 2.560 2.585
i 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
Xi | 2.612 2.622 2.638 2.718 2.718 2.742 2.749 2.752 2.780 2.843
i 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
xi | 2.888 2.915 2.927 2.947 2974 2.990 3.022 3.050 3.060 3.106
i 51 52 53 54 55 56

xi | 3.115 3.160 3.187 3.271 3.576 3.821

Ezeket a ,kisérleti” adatokat az Excel véletlenszam-generatoraval eldallitott
adatok alapjan a Box-Miiller-eljarassal allapitottuk meg; a valdszinliségi valtozé
elméleti atlaga 2.5, a szérasa pedig 0.7.

A masodik médszer alkalmazasa soran a megjelent értékeket egyenként
tekintjiik, tehat egy osztilyba csak azonos értékek keriilhetnek. gy a
részintervallumok hossza valtozé lesz.

Az empirikus atlag és az empirikus szo6ras

A mintank alapjan az ismertetett -t tartalmaz6 képletekkel (tehat nem az
integralokat tartalmazé képletekkel) megallapithatjuk a tanulmanyozott
mennyiség empirikus atlagos értékét (varhat6 értékét), az empirikus szérasat és
egyéb empirikus jellemzdit. Amennyiben az egyedek (mért értékek) M szama
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nagy, joggal elvarhatjuk, hogy ezen empirikus jellemzék a tanulmanyozott
valo6szintliségi valtozo jellemzd6inek jo kozelitését (becslését) adjak.

Példankban a mintit alkoté egyedek szama M =56, azok 0Osszege
M

Z x, =145.64, igy az empirikus atlag

k=1

M

PRI

(=X= k=1 :M:zem. (6.1)
M 56

Ezt az atlagot az Excel AVERAGE() fiiggvényével is kiszdmithatjuk, amelynek a

paramétere a mintat tartalmazé tomb.

m

Amennyiben az osztdlyokkal dolgozunk, a Z =10 osztidlyon szamitott

Z
Zni -x, =145,57 0sszeg valamivel kisebb az el6bbinél, igy az empirikus atlagra is
i=1

valamivel kisebb értéket kapunk:

z

n-X

LMK 14557
mX = =

i N 56

A kiillonbségek onnan szarmaznak, hogy a masodik képlet esetében az n, - x;

=2.599- (6.2)

szorzatok fliggetlenek attdl, hogy az i-edik osztaly Ax hosszisagu intervalluman
az adatok tulajdonképpen hol is helyezkednek el. Ha egy osztalyban az adatok
egyenletesen oszlanak el, akkor annak az x, koézepe jobban megkoézeliti az illet6

osztalyban szerepl6 adatok atlagat. Ha viszont példaul egy osztalyban az adatok
inkabb a fels6 hatarérték koriil tomoriilnek, akkor az n, - x, szorzat Kisebb lesz az

elemek Osszegénél, és igy a kiszdmitott empirikus atlag is kisebb lesz az elsé
képlettel meghatarozotthoz viszonyitva. A 6.3. dbran észrevehetjiik, hogy példaul
a harmadik, 2.01 kozépértéki osztalyban az elemek tilnyomé része inkabb a fels6
hatarérték kozelében helyezkedik el. Emiatt pontosabb eredményhez vezet az elsé
képlet haszndlata, ami egyébként nem igényli a hisztogramok megrajzolasat sem.
Az empirikus szérasnégyzet meghatarozasahoz el§szor kiszamitjuk az egyedek
atlagtol valé eltérésének négyzetét, majd azok dsszegzésével és atlagolasaval a

M
_ 2

S 0-m e
M 56

2 _
Oy =

=0.191 (6.3)
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értékhez jutunk. Az empirikus szérast (a fenti mennyiség négyzetgyokét) a
STDEV.P() fiiggvénnyel is kiszdmithatjuk, amelynek a paramétere a mintat
tartalmazé tomb.

Absz. gyakorisag

T
m e R oW

L N

6.3. abra. Az egyedek elhelyezkedése a hisztogram osztdlyain beliil

Amennyiben ugyanannak a valdszin(iségi valtozé eloszlasanak valamely a
paraméterét (atlagos értékét, szorasnégyzetét stb.) mas és mas mintak alapjan
szamitjuk ki, azt fogjuk tapasztalni, hogy e paraméter értéke mintanként mas és
mas lehet. Ezek szerint az a paraméter is egy valtozé mennyiség lesz, melynek
értéke véletlenszertien fog valtozni a mintavételezés tobbszéri megismétlése
soran. Az ilyen paramétereket statisztikai fliggvényeknek nevezik.

Ezek szerint a statisztikai fliggvénynek is van valdszinliség-eloszlasa
(stirtiségfiiggvénye és eloszlasfliggvénye), atlagos értéke, szorasa és igy tovabb. Az
a paraméter becslését torzitatlannak mondjak, ha atlagos értéke megegyezik az
a paraméter elméleti értékével; ellenben a becslés torzitott. Tehat ha a az X
valtozé atlagos értékének a kiilonboz6 mintakbdl kiszamitott értékét jeleni, akkor
a abban az esetben lesz az m, varhato érték torzitatlan becslése, ha

m, =m,. (6.4)
Konnyen belathaté (a Z-as képletek felhasznalasaval), hogy az empirikus atlag

torzitatlan becslése a tényleges atlagnak, ugyanis

k-szor

$ALSHL SR
Sn Sn 0 Sn X M
m, = => =, aholn=— (6.5)
X k =M k

(az empirikus atlagokat azonos szdmu egyedet tartalmaz6 mintdbdl szamitjuk, és
akkor az atlagok atlaga egyenl6 az M egyed atlagaval). Azonban a szérasnégyzet
becslésénél mas a helyzet, ugyanis a mintdkon szamitott empirikus
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szérasnégyzetek atlaga nem egyezik meg az M egyed figyelembevételével
szamitott szorasnégyzettel, ha a szamitasokat elvégezziik, akkor az
n-1
Ox n
Osszefliggéshez jutunk. E szerint a populdcié szérasnégyzete nagyobb a minta
szorasnégyzeténél. Ha n (a minta elemeinek szadma) eléggé nagy, akkor az
(n—=1)/n hanyados kozel all az n-hez, és akkor az empirikus szérasnégyzet az

igazi torzitatlan becslésének tekinthetd. Ellenben, ha a minta elemeinek szadma
kicsi, akkor empirikus szérasnégyzetiinket korrigalnunk kell. Ha a szérasnégyzet
becslésében a megengedhetd hibat 1%-nak vessziik, akkor n legalabb 100 kell,
hogy legyen ahhoz, hogy ne kelljen korrigdlnunk az empirikus szorasnégyzetet,
ellenben a fenti formulat kell alkalmaznunk: a korrigalt szorasnégyzetet ado
képlet
oir=_ 52 (6.7)
n—

lesz.

Excelben a korrigalt szérast (a fenti mennyiség négyzetgyokét) a STDEV.S()
fiiggvénnyel szamithatjuk ki. A fiiggvény nevében az ,S” a mintéra (,sample”) utal.
A STDEV.P() fiiggvénnyel a korrigalatlan szdérast hatarozhatjuk meg; a nevében a
,P” a populaciéra utal (az argumentumként beadott szamsort populdcidonak
tekinti).

Példankban a minta elemeinek szama 56 volt, igy a kiszdmitott empirikus
szorasnégyzet korrigalasra szorul:

of*=—-0} =%-0.191=0.194. (6.8)

Ha tobb (N ) méréssorozatot végziink, vagy tobb mintat vesziink, akkor az
eljaras tehat a kovetkezd lehet: minden méréssorozat vagy minta alapjan
kiszdmitunk egy-egy atlagos m, ; értéket és empirikus o , szérasnégyzetet, majd

amért X mennyiség varhato (atlagos) értékét az
m, :_.me‘i (6.9)

atlag, szérasnégyzetét pedig az
o N (13 ) 1 < o (6.10)
Ox = N-1|N Zax,i = 1 Zax,i
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korrigalt atlag formajaban hatarozzuk meg.

Konfidencia-intervallumok
Mivel a minta alapjan kiszamitott a empirikus mennyiségek (a kiszamitott m,
dtlag és a o szoérasnégyzet) szintén valdsziniliségi valtozok, felvetddik az a
kérdés, hogy mennyire pontosan hatdroztuk meg az értékiiket. E valtozdk
bizonyos valdszinliségi eloszlassal, tehat siirliség- és eloszlasfiggvénnyel ( f,,
illetve F,) rendelkeznek. E fiiggvények ismeretében az a mennyiség lehetséges
értékeinek intervalluman elhatarolhatunk egy olyan tartomdanyt, amelyen kiviil a
csak valamely p valdszinliséggel lesz megtalalhaté (tehat 1- p valdszinliséggel
van azon beliil). Ezt a tartomanyt a atlagos értéke koril szimmetrikusan veszik
fel:
P(m,—s<a<m +¢&)=1-p, (6.11)
az [m, —&, m, +¢] intervallumot pedig az 1- p megbizhatdsdgi szintnek megfelel6
konfidencia-intervallumnak nevezziik. Az a mennyiség, amelynek konfidencia-

intervallumat meg szoktuk hatdrozni, rendszerint a tanulmanyozott val6szinitiségi
valtoz6 atlaga vagy varhato értéke szokott lenni. p valdsziniiség értéke a
gyakorlatban 0.001, 0.01, 0.02, 0.05 vagy 0.10 szokott lenni, a megbizhat6sagi
szintet pedig szazalékban szoktdk megadni: az a felsorolt 6t valésziniiségnek
megfeleléen rendre 99.9, 99, 98, 95, illetve 90%.

Az intervallum hatdrait megadé ¢ mennyiség Kkiszamitasa X (a
tanulmanyozott mennyiség, statisztikai sokasag) és a (a statisztikai jellemzd)
eloszlasanak ismeretében torténhet.

Konfidencia-intervallum normal eloszlasi sokasag esetén, amikor
ismert a szoras

Tegylik fel, hogy a tanulmanyozott X valdszinliségi valtozé normal eloszlast
kovet. Atlagat (varhaté értékét) egy n elemii mintabél kiszamitott empirikus

1 z (6.12)

n

H

atlagos értékkel, szorasat pedig az el6bbiekben elmondottak alapjan megallapitott

O_*=\/ 11 Z(X %y (6.13)
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korrigalt empirikus szérassal kozelithetjiik meg.

A mintat alkoté x,X,,...x, mennyiségek mind ugyanazt az m, atlagu és o,
szOrasu normal eloszlast kovetik, igy az y=x +x,+..+x Kkompoziciéjuk
(algebrai 6sszegiik) atlaga n-m, , szérasa pedig \/ﬁ-o-x lesz. E kompozicié normal
eloszlastinak tekinthetd, a slirliségfiiggvénye:

_é.[mj
f(y):;.e 2{ oy )| (6.14)
R

Ha az emlitett kompozicidt elosztjuk a mintat alkoté elemek n szamaval, akkor
az X valoszinliségi valtozé empirikus atlagat kapjuk. Az X =(x +X, +..+X,)/n
valoszinliségi valtozo atlaga és szorasa x, + X, +...+ X, atlaganak és szérasanak n -
ed része (m,, illetve o, //n), tehat siirtiségfiiggvénye

N _ﬂ_[mr
oy 2\ oy
g(x)_m.e . (6.15)

Ezek szerint az X valodszinliségi valtoz6 varhaté értéke is normal eloszlasu
lesz, az elébbi g(x) slriiségfiiggvénnyel és annak integralasaval (de a normal
eloszlas ismert eloszlasfiiggvényébdl is) eldallithatd G(x) eloszlasfiiggvénnyel.

Ezt az eloszlast standard formdara hozhatjuk, a
X—m
7= X (6.16)
o, I\n

valtozdcsere bevezetésével, mely standard formanak a tovabbiakban ® -vel jelolt
eloszlasfiiggvényét az el6bbi fejezetekbdl mar ismerjiik. E fiiggvény tulajdonsagait
felhasznalvan, annak valdsziniiségét, hogy a z mennyiség egy bizonyos, a zérus
atlagnal kisebb —4 hatarértéknél kisebb legyen,

P(z<—-1)=®(-1) (6.17)

formaban {rjuk fel. Annak valdszin(isége, hogy z a zérus atlaghoz viszonyitva
szimmetrikusan felvett A hatarértéknél nagyobb legyen,

P(zz21)=1-®(1). (6.18)
A standard normal eloszlas stirtiségfliggvénye szimmetrikus, tehat az el6bbi

két valdszinliség egyenlé egymassal. Ennek kovetkeztében annak valdszintisége,
hogy z valamely [-A, + A] intervallumon beliil legyen:
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P(-1<z2<1)=1-[P(z<-2)+P(z> 1)] =

(6.19)
=1-2-(1-®(1))=2-®(4)-1.
Ezek szerint
PL|7—mx|s/1-%J=2~q>(,1)—1, (6.20)
avagy
g—1.%x T+2.2x |=9. _1. 6.21
PLX z\/ﬁsmxgm JHJ 2-0(1)-1 (6.21)

Ez utébbi kifejezésben az egyenlbtlenség két oldalan a konfidencia-intervallum
hatdrait ismerjiik fel, a A paramétert pedig ugy kell meghataroznunk, hogy e
valészinliség a megbizhatosagi szinttel legyen egyenlé. Ehhez a standard
normaleloszlas @  eloszlasfiiggvényébdl  kiindulva  meghatarozzuk a
®(A)=1-p/2 egyenl6ségnek eleget tevé A-t. Ezt hagyomanyosan a

kézikonyvekben, segédletekben, de interneten is kozzétett fliggvényértékek
tablazatabol keresték ki, és az adatokat rendszerint interpolalni kellett, mivel a
fliggvényértékek csak bizonyos 1épéssel szerepeltek. A keresgélés és interpolalas
helyett hasznalhatjuk az interneten fellelhet§ szamos ,kalkuldtor” valamelyikét,
amelyek rendszerint tetszetés abrakon szemléltetik az eloszlasokkal kapcsolatos
fogalmakat (akar magyar nyelven is). A meghatarozott 1 értékkel o= 1.2%, a
n
konfidencia-intervallum hatarai pedig X t ¢ .

Példankat folytatvan tegyiik fel, hogy a meghatarozott korrigalt o%*=0.194

empirikus szérasnégyzet elfogadhaté a tényleges szérasnégyzet kell6 pontossagu
kozelitéseként, a konfidencia-intervallumot pedig 95%-os megbizhat6saggal
szeretnénk meghatarozni ( p=0.05). Ehhez a megbizhat6sagi szinthez azt a

A értéket kell megkeressiik, amelyre ®(1)=0.975. Ha ehhez Excelt szeretnénk

hasznalni, akkor a standard normal eloszlas stir{iségfiiggvényének argumentumat
a megadott valdszinliségnek megfelel6en visszaaddé NORM.S.INV() fliggvényt
haszndlhatnank. Ennek csak egy paramétere van, a Probabilitynek nevezett
val6szinliség. A megadott megbizhatdsagi szintnek megfelel6 valoszintiséggel e
fliggvény a 1 =1.960 értéket tériti vissza, amellyel

Ix v0.194 (6.22)

=1.960.- ——=——=0.115.

Jn /56

g:/l.
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Ezzel az atlag 95%-0s megbizhatdsaggal a [2.601-0.115, 2.601+0.115], vagyis
a [2.486, 2.716] intervallumon keresendd.

Az Excelben azonban van egy CONFIDENCE.NORM() fiiggvény is, amellyel egy
par miveletet megspdrolhatunk. Ez a fliggvény kozvetlentl & értékét adja vissza,
a harom paraméternek megfelelGen:

- Alpha: a p valoszinliség (ami tehat 1 - a megbizhatdsagi szint);
- Standard_dev: a minta o szoérasa;
- Size: a minta elemeinek n szama.

Segitségével 99%-os megbizhatésaggal (Alpha 0.01) £=0.152, 90%-os
megbizhatésaggal (Alpha 0.1) £=0.097 értékéhez jutunk. Standard_dev megadott
értéke /0.194 , Size pedig 56 kell legyen.

Az atlag konfidencia-intervalluma tehat 99%-os megbizhat6saggal
[2.449, 2.753], 90%-0s megbizhatosaggal pedig [2.504, 2.698]. A megbizhatosag

novekedésével az intervallum hossza egyre nagyobb lesz:

-99%-o0s megbizhatosaggal (Alpha 0.01) £=0.152, m, €[2.449, 2.753],
- 95%-0s megbizhatosaggal (Alpha 0.05) £=0.115, m, <[2.486, 2.716],
-90%-o0s megbizhatosaggal (Alpha 0.1) £=0.097, m, €[2.504, 2.698].

Konfidencia-intervallumok normal eloszlasu sokasag esetén, amikor
nem ismert a szoras

Az el6bbi részben elvégzett levezetés feltételezi o, ismeretét, azonban az

rendszerint nem ismert. Helyette hasznalhatjuk a o * korrigalt empirikus szdrast,
de ekkor a

7= XMy (6.23)
o*/ \/ﬁ
mennyiség mar nem standard normal eloszlasd, hanem az egy dgynevezett n-1
szabadsagfoku Student-eloszlast kovet6 valdszintliségi valtozo lesz, mivel o* nem
egy szam, hanem egy feltételezetten normal eloszlasu valészinliségi valtozo
értéke.
A Student- (vagy ,t”) eloszlas a valdsziniliségszamitas fontos eloszlasa, amelyet
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= Vn- :*/5‘77 (6.24)
Ja+&+.+E 1

valoszinliségi valtozé kovet (ez n szabadsagfoku eloszlas lesz), ahol & és p

standard normadl eloszlasd valdszinliségi valtozék. Az ordinatatengelyre
szimmetrikus slir(iségfliggvénye

r [ n+ 1]
h,(t) = 2 . (6.25)
2\ 2
\/— n 1 t
2 n
ahol
I'(z) = jt“ et dt (6.26)
0
a mar ismert gamma-fiiggvény.
Nos, bevezetvén a
t= \/H(X—;mx) (6.27)
o

jelolést, mely mennyiség bizonyithatéan n-1 szabadsagfokd Student-eloszlasu
valészinliségi valtoz6, annak valészinilisége hogy e mennyiség a [-A,+ 1] az

intervallumon beliil tart6zkodjon,

P(—ﬂ,g\/ﬁ-i_Tx </1J:1—p:P(|t|§/1) (6.28)

o
kell, hogy legyen. E valdszinliségnek megfelel6 4 meghatarozasa gy torténik,
hogy a Student-eloszlas h_,(t) strlségfiiggvényének numerikus integralasaval
kiszamitjuk a H,_,(t) eloszlasfliggvény értékeit, majd ezen értékeket pontosan
ugy haszndljuk a szamitasainkban, mint az elébbi eset standard normal
eloszlasanak @ eloszlasfiiggvényét. A kézzel torténd szamitasok egyszertisitése

végett a tablazatokban altaldban nem H értékeit adjak meg, hanem olyanokat,
amelyek az adott n és p értékeknek megfeleld,

P(lt|>t,)=p=S,(t,) egyenlGséget kielégité t =~ értéket adjak vissza. A

tdblazatokban nem szerepl6 mennyiségeket linedrisan interpolalhatjuk. A
kiolvasott vagy interpolalt S (1) értékkel
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P(|t|< 1) =1-S, ,(1) (6.29)
A tablazatbol kiolvasott vagy numerikusan meghatarozott A -val a konfidencia-
intervallumot az

X — <x+1.%x (6.30)

O-X
A n <my n
egyenl6tlenség irja le. E képletben a korrigalatlan empirikus szoras szerepel.
Excelben a Student-eloszlast a T.DIST() és T.INV() beépitett fiiggvényekkel,
azok kiiléonb6zé verzidival tanulmanyozhatjuk, azonban a konfidencia-
intervallumok kiszdmitdsdhoz ebben az esetben is a rendelkezéstlinkre all egy
specidlis fiiggvény: ez a CONFIDENCE.T() fiiggvény, amelynek szintén harom
argumentuma van:

- Alpha: a p valdszinliség (1 - a megbizhatésagi szint);
- Standard_dev: a minta korrigalatlan o szérasa;
- Size: a minta elemeinek n szama.

Alkalmazasaval, az el6bbi példat folytatvan, a koévetkez6 eredményekhez
jutunk (Standard_dev megadott értéke /0.191, Size pedig 56):

- 99%-0s megbizhatdsaggal (Alpha 0.01) £=0.156, m, €[2.445, 2.757],
- 95%-0s megbizhatdsaggal (Alpha 0.05) £=0.117, m, €[2.484,2.718],
-90%-o0s megbizhatosaggal (Alpha 0.1) £=0.098, m, €[2.503, 2.699].

A konfidencia-intervallumot nemcsak az atlag, hanem a szérds varhato
értékére is megallapithatjuk; ekkor a

*-

A <(n-1)- 2 <A (6.31)

o
oy
egyenl6tlenségbdl indulunk ki. Az egyenl6tlenségben szereplé mennyiség n-1
szabadsagfoki Pearson-féle Zz eloszlast kovet. Ez az eloszlds, a Student-t
eloszlashoz hasonldan, fontos eszkoze a val6sziniiségszamitasnak: amennyiben &,

standard normal eloszlasu valtozok (i=1,n), akkor a »? = Z;Z val6szintiségi

i=L,n

valtozo n szabadsagfoki y? eloszlast kovet, melynek siirliségfiiggvénye
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ngoox

2 .a 2
f.(x)= —X € ha x>0’ (6.32)

)

eloszlasfiiggvénye pedig ennek az integralja. A y? valtozo siiriiségfiiggvénye nem
szimmetrikus és negativ argumentumokra nincs értelmezve, ezért a konfidencia-
intervallumot valamilyen pozitiv 1 és A, értékeknek megfeleléen kell
keresgélniink.

A kézikdonyvekben ez esetben olyan tabldzatokat kapunk, amelyekbdl a
kulonboz6 n és p értékeknek megfelels, a P(y° >X,)=1-F (x,)=p

egyenléséget kielégit6 x, -t kapjuk meg. Ekkor 4 -et és 4, -t igy hatarozzuk meg,

hogy teljesiiljenek a

P > 1) =12 &5 P> 1) =2 (6:33)

egyenldtlenségek, a o, szoras konfidencia-intervalluma pedig

Vﬁ.i, JH.LJ (6.34)
=T

lesz. A képletben o az empirikus szo6ras korrigdlatlan értéke.
Excelben sajnos nincs olyan fliggvény, amivel a konfidencia-intervallum széleit

meghatdrozé paramétereket kozvetlenill Kiszamithatnidnk, ezért a 2

eloszlasfiiggvényhez  kell folyamodnunk. A  s(rliségfiiggvény és az
eloszlasfiiggvény értékeit a CHISQ.DIST() fliggvénnyel szamithatjuk ki, amelynek a
paraméterei:

- X: avaloszintiségi valtozd értéke;

- Deg_freedom: a szabadsagfokok szama (1 vagy annal nagyobb egész);

- Cumulative: FALSE értéke a slrlségfiiggvény, TRUE értéke pedig az
eloszlasfiiggvény értékének kiszamitasat allitja be.

Az eloszlasfiiggvény inverze a CHISQ.INV() fliggvény, amelynek a paraméterei:

- Probability: az a valdszinliség, amelynek megfelelen keressiik az X valtozo
értékét;

- Deg_freedom: a szabadsagfokok szama.
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Létezik egy CHISQ.DIST.RT() és egy CHISQ.INV.RT() fiiggvény is, amelyek az
eloszlasfiiggvény ,jobb oldali” (,right-tailed”) valésziniiségével dolgoznak (a p a

jobb oldali valésziniiségnek a q=1-p bal oldali, ,left-tailed” valésziniiség felel
meg).

Példankban a szabadsagfokok szama (Deg_freedom) n-1=55, a
megbizhatésagi szinteknek megfelel6 Probability értékeire a jobb oldali
CHISQ.INV.RT() fiiggvénnyel kiszamolt adatok pedig a kévetkezdk (o* = 0.191):

. - ox konfidencia-
megbizhat6sag p 1-p/2 A1 p/2 A2 intervalluma
99% 0.01 0.995 31.735 0.005 85.749 [0.353,0.581]
95% 0.05 0.975 36.398 0.025 77.380 [0.372, 0.542]
90% 0.10 0.950 38.958 0.050 73.311 [0.382, 0.524]

(megjegyzendd, hogy A értékét a bal oldali CHISQ.INV () fliggvénnyel is
kiszamolhattuk volnaa p/2 valésziniiségnek megfelel6en).

A jobb és bal oldali valdszinliségek értelmezéséhez tekintsiik a GeoGebraban
végrehajtott  y?-proba ablakit (6.4. dbra). A proba elvégzése soran a

valészin(iségi valtozonak azt a y? értékét keressiik, amelyre az a paraméterrel
megadott p valdszintiséggel a bal oldalon P(y°< y)=p, a jobb oldalon pedig
1-P(x*> y2)=p. Ez utébbi természetesen egyenértékii a P(y*< yZ2)=1-p
feltétellel.

o

Chi-Square Test Right and Left Tail

x5 = 38,958 X =73.3115
LeftTailed Test RightTailed Test

6.4. abra. Ay?-proba GeoGebrdban

A p kétoldali valészinliség (amelyet példaul a t-prébanal alkalmazunk) azt

jelenti, hogy a valo6sziniiségi valtoz6 p/2 valészinliséggel esik a bal oldali
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x, hatarérték ala, illetve p/2 valdszintiséggel esik a jobb oldali x; hatarérték folé:
P(X <x,)+P(X >x;)= p, ugyanakkor P(X <x,)=P(X > x;)=p/2. Nulla atlaga
szimmetrikus eloszlasok esetén x =-x;, é a képleteket némiképp

egyszerUlsithetjiik.

Konfidencia-intervallumok, amikor a sokasag eloszlasa ismeretlen

Ez esetben a konfidencia-intervallumok meghatirozasa egy joval tiiskésebb
probléma. Bebizonyithat6, hogy minél nagyobb a minta elemeinek n szama, a

(< w (6.35)
val6szinliségi valtozé (amirdl az el6bbiekben megallapitottuk, hogy Student-
eloszlasu) eloszlasa egyre kozelebb 4ll a normadlishoz, fiiggetleniil attdl, hogy X
milyen eloszlast kovet. A normal eloszlas ugyanis a Student-eloszlas hataresete,
amikor a szabadsagfokok szama végteleniil nagy.

Hasonlé megjegyzést tehetiink a Pearson-féle 4° eloszlasrol, amelynek a

szabadsagfokok végtelenjére szamitott hataresete szintén a normal eloszlas.
Ezzel az észrevétellel, amennyiben a minta szama kell6képpen nagy, az m,

atlag és a o, szoras Konfidencia-intervallumat az el6bbi alfejezetben bemutatott

ismeretlen szérdsu normal eloszlas esetével azonos modon kozelithetjiik meg. A
»kelloképpen nagy” szam 4ltaldban legaldbb 30, de ha az eloszlas nagyon ferde
vagy torz, akkor még nagyobb mintat kell szamitasba venni.

Statisztikai probak

A konfidencia-intervallumokat egy adott minta alapjan kiszamitott empirikus
jellemzokkel allapitottuk meg. Felvetédik az a kérdés, hogy az igy megallapitott
konfidencia-intervallumok mennyire elfogadhatéak, azaz mennyire fedik a
tényleges  atlagos értéket és  szoérasnégyzetet. Ahhoz, hogy errdl
meggy6z6dhessiink, rendszerint egy masodik minta feldolgozasara is sziikség van.
A feltételezések ilyen ellen6rzését statisztikai probanak nevezzik.

A kovetkezdkben lassunk néhany ilyen statisztikai probat.

Az u-préba (vagy z-préba)

Tegylik fel, hogy az X mennyiség normal eloszlast kovet, és annak ismerjiik a
oy SszoOrasat és empirikus X atlagat. Tegyik fel azt is, hogy bizonyos
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megfontolasok alapjan az X valoszinliségi valtozo atlagos értékére vonatkozdan
azt a feltételezést tessziik, hogy m, =m,. Felvetédik az a kérdés, hogy ez a

hipotézisiink helyes-e vagy sem. E feltételezés helyességét az u prébaval lehet
elvégezni: bebizonyithat6, hogy amennyiben a feltételezéstlink helyes, akkor az

u=n. XM (6.36)

Ox

mennyiség (amit még z -vel is jeldlnek) standard normal eloszlasu lesz, ahol n a
minta elemeinek szama, amelyb6l X-et kiszamitottuk. Természetesen a
kilénb6zd mintdk alapjan kiszamitott empirikus X atlagok egymastodl
kiilonbozoek lehetnek, de azok valahol m, kozelében kell legyenek. Ha ezt az m,

értéket megkozelito, feltételezett m, atlagot helyesen hataroztuk meg, akkor u

standard normal eloszlasu lesz, ellenben u eloszlasa attdl kiilénbdzni fog. A préba
alkalmazasa a kovetkezéképpen torténik: bizonyos 1- p szignifikanciaszintnek

megfelel6en a standard normal eloszlas eloszlasfiiggvényébdl meghatarozzuk a
P(ul<u,)=2-®(u,)-1=1-p (6.37)
egyenletet kielégitd u  értéket (ez a valoszinliség azt jelenti, hogy u csak p
valoszinliséggel esik kivil a +u, értékekkel lehatarolt intervallumon).
Amennyiben az igy meghatarozott u, mennyiséggel és az el6bbi formulaval
meghatarozott u -val felirt
—u, <u<u, (6.38)
egyenlotlenség igaz, ugy az atlagra tett m, hipotézisiink p szignifikancia mellett
elfogadhato, ellenben a feltételezésiinket el kell vetni. Az m,-ra vonatkozo

feltételezés ebben az egymintds prdébaban nyilvan valamilyen gyakorlati
megfigyelésre kell, hogy alapozzon, valamilyen okok miatt feltételezziik, hogy X
atlagos értéke kb. ennyi kell, hogy legyen. A kisérletezésekben gyakran nincs
semmi kapaszkodonk ezen érték megvalasztasdban, ilyenkor tovabbi
méréssorozatokat is el kell végezniink.

Excelben u, kiszamitasahoz ez esetben is haszndlhatnank a NORM.S.INV()

fiiggvényt, azonban a proba elvégzéséhez létezik egy beépitett Z.TEST() figgvény
is. Ennek harom paramétere van, és azt a p valdsziniliséget adja vissza, amelyre

még teljesiil a hipotézis:

133



6. A kisérleti eredmények statisztikai feldolgozasa

- Array: a mintat tartalmazé tomb X valtozé értékét;

- x: az atlagra tett m, hipotézis;

- Sigma: a minta szérasa. Ez az adat opciondlis, és ha azt nem adjuk meg, akkor
a mintabdl kiszamitott szérast veszi figyelembe.

Az eddig hasznalt kisérleti adatainkkal ez a fliggvény a p =0.044 értéket tériti

vissza. A visszatéritett érték féloldali, igy azt kett6vel kell megszoroznunk, vagyis
az m,=2.5 érték 91.2%-os megbizhatosaggal fogadhato el az X valtozo6 atlagos

értékeként.

A t-préba

Az u probanadl feltételeztiik, hogy a valdszintiségi valtozé szérasa ismert. Ez a
gyakorlatban azonban nem mindig van 1igy, legfennebb a hipotézist
alkalmazhatjuk, hogy eléggé nagy n esetében a korrigalt szoras jo kozelitését adja
a tényleges szérasnak.

Ellenben, ha a szérds tényleges értéke ismeretlen, akkor egy masfajta
statisztikai probat, a t probat kell alkalmaznunk. Eszerint, ha a val6sziniiségi
valtoz6 atlagara vonatkozo hipotézisiink helyes, akkor a

t=n. 220 (6:39)
O

val6szinliségi valtozé n-1 szabadsagfoki Student t-eloszlast kovet, ahol o* a
korrigalt empirikus széras.
A proéba alkalmazasa az el6bbiekben ismertetett mdédon torténik: bizonyos
1- p szignifikanciaszintnek megfelelen a
P(tl<t,)=1-S ,(t,)=1-p = S ,(t,)=p (6.40)
egyenléségbdl meghatarozzuk t = értékét és azt Gsszehasonlitjuk az el6bbi
formulaval kiszamitott t értékkel. Ha
-t, <t<t,, (6.41)
akkor az atlagra vonatkozd feltételezésiink az adott szignifikanciaszintnek

megfelel6en helyes, ellenben azt el kell vetniink.
Itt meg kell jegyezniink azt, hogy e képletben az S _(t) fliggvény nem azonos az

eloszlasfiiggvénnyel: a gyakorlati szempontokat szem el6tt tartva, a t-préba
tablazatat eleve a ,kétoldali” valésziniliségeknek megfelel6en alkottdk meg. Emiatt
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az u-préba 6.37. és a t-proba 6.40. 6sszefliggései kozott kiillonbség van, bar a kett6
csak a prébastatisztika (u, illetve t) képletében kiillonbozik egymastol.

Az Excelben van egy T.TEST() fiiggvény, azonban ez a kétmintas t probahoz
val6. Emiatt a Student-eloszlas T.INV.2T() fiiggvényét kell hasznalnunk, amely az
eloszlasfiiggvény egy megadott p Kkétoldali valdszinliségnek megfeleld
argumentumat  tériti  vissza, vagyis azt a hatarértéket, amelyre
P(X<-t)=P(X 2t)=p/2:

- Probability: a valoszinliség, amelyre az X valtozo értékét keressiik;
- Deg_freedom: a szabadsagfokok szama.
95%-o0s szignifikanciaszint mellett ez a valdszinliség p=0.05, példanknak

megfeleléen a szabadsagfokok szama n-1=55. Ekkor a fiiggvény Aaltal
visszateritett érték t =2.004. Az atlag értekére felallitott m) = 2.5 hipotézisiinkre

a példa adataival

t=Jﬁ.X‘To=@.M=1,716, (6.42)

o 7/0.194

tehat teljesiil a -t, <t<t, feltétel, vagyis e szignifikanciaszint mellett az atlagra

vonatkozd hipotézisiink elfogadhato.

A kétmintas u-préba
Van amikor azt Kkell eldonteniink, hogy két kiilonboz6 Kkisérletben
tanulmanyozott X és Y valdsziniliségi valtozék varhaté értékei tekintheték-e
egymassal egyenl6nek. Ekkor, ha a két valtozé normal eloszlasu, és mindkettének
ismert a szdérasa, a kétmintas u-probat kell alkalmaznunk, ahol az
X—y (6.43)
2
%, oV
n)( I’.]Y
mennyiség eloszlasat vizsgaljuk: amennyiben a két valtozo6 atlaga (m, és m,)
kozel azonos, akkor az u mennyiség standard normal eloszlasu lesz. A képletben
n, és n, akét minta elemeinek szama.
Sokszor X és Y ugyanannak a fizikai mennyiségnek véletlen értékeit takarjak,
amelyeket két kiilonboz6 kisérlet sordn rogzitiink. Ekkor elfogadhaté az a
hipotézis, hogy o, = o, , és akkor az el6bbi formula némileg leegyszertisodik.
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Az u-préba alkalmazasa a szokott médon torténik, csakhogy u értékét az
el6bbi képlettel szadmitjuk ki. Amennyiben a

-u, Sus<u, (6.44)

feltétel nem teljestl, az azt jelenti hogy X és Y varhaté értékei kozott
szignifikdns eltérés van: X és Y nem ugyanannak a mennyiségnek a valtozasat
jelenti, vagy pedig a kisérleti korilmények megvaltozdsa miatt valamilyen
figyelmen kiviil hagyott paraméter hatasat tapasztalhatjuk.

A példank folytatdsdhoz a mar alkalmazott eljarassal, az elsével azonos
elméleti dtlaggal és szorassal rendelkezd Gj adatsort hoztunk létre:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
yi | 1531 1.636 1.651 1.813 1.958 1.982 2.093 2.097 2.152 2.166
i 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
yi | 2.167 2.173 2.175 2.196 2.222 2.228 2.250 2.258 2.298 2.302
i 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
yi | 2327 2.361 2.369 2.372 2.392 2.392 2.446 2477 2.500 2.515
i 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
yi | 2521 2.566 2.577 2.593 2.606 2.640 2.653 2.704 2.706 2.711
i 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
yi | 2.726 2.729 2.736 2.741 2.805 2.819 2.868 2.884 2.897 2.926
i 51 52 53 54 55 56

yi | 2.983 3.093 3.100 3.103 3.230 3.280

Ennek empirikus atlaga y =2.477, empirikus szérasa o =0.152, a korrigalt
empirikus szorasa pedig o *=0.155. Ezt az adatsort is n, =56 egyed alkotja,

abszolut gyakorisagainak hisztogramja és az egyedek elhelyezkedése a 6.5. dbran
lathaté. Eszrevehetjiik, hogy bar ugyanazzal az eljarassal hoztuk létre, az eloszlas
mar nem igazodik olyan szépen a normal eloszlas haranggorbéjéhez.

Absz. gyakorisag

S s I ]

162 178 197 214 232 249 267 284 3.02 3.19

6.5. abra. A mdsodik adatsor eloszldsa
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Kétmintas u-probahoz kozvetleniil alkalmazhaté fiiggvény az Excelben nincs,
ezért ki kell szdmitanunk az u mennyiség értékét. Adatainkkal

U YZ—V _- 2.601-2.477 _1571- (6.45)
JJX Lo 0.194  0.155
n, n, 56 56

95%-0s  szignifikanciaszint mellett a standard normal eloszlas
eloszlasfiiggvényének  az 1-p/2=0.975 valészinliségnek  megfeleld

u,argumentumat keressitk a NORM.S.INV() fiiggvény alkalmazasaval, amelynek
az egyetlen paramétere az emlitett valoszinliség. Ez az érték u =1.960. Mivel az
—u, <u<u, teljesil, az adott szignifikanciaszint mellett allithatjuk, hogy a ket

minta (X és Y) eloszlasa azonos lehet (ami pl. az abszolit gyakorisagok
hisztogramjainak egyszeri 6sszehasonlitdsaval mar nem annyira evidens).

A kétmintas t-préba
A kétmintas t-prébat a kétmintas u-prébahoz hasonléan alkalmazzuk, amikor a
két valoszinliségi valtozo szorasai (o, €s o, ) ismeretlenek. EKkor, amennyiben

m, =m, feltételezésiink helyes, a

t:Jnx'nY'(nx+nY_2)_ X-y (6.46)
Ny +1y \/(nx -0+ (n, -1)-0*°

valdszinliségi valtozo kovet (n, +n, —2) szabadsagfoku Student-eloszlast.

Excelben a kétmintds t-préba elvégzésére létezik egy T.TEST() fiiggvény,
amelynek a hasznalata bonyolultabb az eddigiekénél. E fiiggvény argumentumai a
kovetkezdk:

- Arrayl és Array2: a mintakat tartalmazé tombok;

- Tails: ezzel allitjuk be a visszatéritend6 valésziniiség értelmét, esetiinkben ez
2 kell, hogy legyen (a kétoldali valészinliségnek megfelel6en; a masik lehetséges
bedllitas a 1-es érték, amikor a visszatéritett érték az iménti fele lenne);

- Type: a teszt tipusa. A lehetséges értékek: 1 - amikor a két minta egyedszama
azonos, 2 - a két minta szérasa azonos, 3 - a két minta szérasa eltérd. Ezt az
utébbi tipust fogjuk hasznalni.

Adatainkkal a fiiggvény altal visszatéritett érték p =0.120. Erdekességként, ha

az 1-es tipust hasznaljuk, akkor a visszatéritett érték 0.140, a 2-es tipusra pedig
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ugyancsak a 0.120 értéket kapjuk. Megjegyzends, hogy ezek Kkerekitett
eredmények, a 2-es és a 3-as tipusok kozotti kiilonbség az o6todik tizedesnél
jelentkezik. A kapott eredmények szerint 86-88%-o0s szignifikancia mellett lehet
elfogadni azt, hogy a két mintat azonos eloszlasii valdsziniiségi valtozok
eredményezték.

A fiiggvény nincs kell6képpen dokumentdlva, igy eléggé homalyos, hogy a
bedllitdsok és a visszatéritett eredmények mit takarnak, igy a biztonsag kedvéért a
fenti megadott formulaval kiszamoljuk t értékét:

‘. \/56~56-(56+56—2) _ 2.601-2.477 1571, (647)
56 +56 \J/(56-1)-0.194+ (56 —1)-0.155

95%-o0s szignifikanciaszint mellett a valdsziniség p=0.05, példanknak

megfeleléen a szabadsagfokok szama n, +n, —2=56+56-2=110. Ekkor a
T.INV.2T() figgvény altal visszatéritett érték t, =1.982, miszerint a -t, <t<t,

feltétel teljesiil, és ekképpen a két mintdnak ugyanabbdl az eloszlasbdl valo
szarmazasanak hipotézise elfogadhaténak bizonyul.

Az F-préba
Az F-prébat annak a hipotézisnek a vizsgalatahoz hasznaljuk, hogy két normal
eloszlast alapsokasag szorasai tekinthet6k-e egyenl6knek vagy sem (az el6bbi
kétmintas u- és t-probak a két alapsokasag atlagara vonatkoztak).
Bebizonyithatd, hogy az
2
Fo o (6.48)

*2
Oy

val6szinliségi valtozé (Fisher-kritérium), amennyiben X és Y szdrasa kozel
azonos, (n, —1), (n, —1) szabadsagfoku Snedecor-féle F eloszlast kovet. A fenti

hanyados felirdsanal ugy kell eljarnunk, hogy az egységnél nagyobb legyen (vagyis
o,*? 2 0,?).

A prébat ugyanagy alkalmazzuk, mint az el6bbieket, az F-eloszlas tablazataibdl
kiolvasott értéket hasonlitjuk 6ssze az el6bbi formulaval kiszamitottal.

Excelben az F eloszlas fiiggvényei megtalalhaték (F.DIST(), F.INV() jobb és bal
oldali verzidban), azonban a proéba elvégzéséhez a rendelkezésiinkre 4all a
F.TEST() fuggvény is. Ennek argumentumai Arrayl és Array2: a mintdkat
tartalmazé tombok.
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Példank mintait alkalmazvan, a fiiggvény altal visszatéritett valdoszinliség
p =0.405, vagyis a szorasok egyenléségét kb. 41%-os szignifikanciaszint mellett

fogadhatjuk el.
Hasonlé eredményre jutunk az
*2
F :0&_2:%:1_252 (6.49)
o* 0.155

érték kiszamitasaval. A szabadsagfokok szama 55, 55, a hasznalt fliggvények pedig
az F.INV() bal és az F.INV.RT() jobb oldali inverz-eloszlasfiiggvények, amelyek
paraméterei:

- Probability: a val6szinliség, amelyre Kkeressiik az eloszlasfiiggvény
argumentumat (esettiinkben ez a p valdsziniiség fele);

- Deg_freedom1 és Deg_freedomZ2: a két szabadsagfok.

A visszatéritett F  bal oldali érték a slirliségfliggvénynek a p/2
valdszinliségnek megfeleld argumentuma. A jobb oldali, F, érték a 1-p/2

valdszinliségeknek megfelel6 argumentumot jelenti. Ha a szignifikanciaszint 80%,
akkor, amire F, =0.935 és F, =1.070. Mivel a kiszamitott F értékiink az [F,F,]

intervallumon kiviil esik, ezen a szinten a szérasok egyenl6ségének hipotézise
nem fogadhato el. 40%-os szignifikancia esetén ez az intervallum [0.800,1.251] -re

béviil, tehat ez esetben a hipotézisiink mar elfogadhaté.

Mint lathatjuk, a szérdsok egyenlGségére kapott megbizhatdsagi szint az
atlagokra megallapitottak alatt marad. Ennek az oka az egyedek szdmanak relativ
kis szdma a minta sz6rasdhoz viszonyitva.

Illeszkedésvizsgalat

A kisérleti eredmények feldolgozdsa sordn a tanulmdanyozott valdészinliségi
valtoz6 eloszlasaval kapcsolatban bizonyos feltételezésekbe bocsatkozhatunk:
példaul az empirikus stirlségfiiggvény és eloszlasfiiggvény gorbéjének (jobban
mondva az azokat megkozelité hisztogramok) alapjan vagy valamilyen egyéb
megfontolasra vagy analdgidra tdmaszkodva feltételezzilik, hogy az valamilyen
elméleti (ismert formulaval leirt) eloszlast kovet. A méréseredmények alapjan
meghatarozott empirikus eloszlds sohasem esik egybe a pontos, elméleti
eloszlassal, éppen ezért felvetédik az a kérdés, hogy milyen kockazattal fogadhatd
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el az altalunk feldllitott hipotézis. Ennek eldéntésére a 4°-prébat hasznaljuk, a

kovetkezdkben leirt médon.

A valészinliségi valtozdé legkisebb és legnagyobb értéke altal lehatarolt
tartomanyt a hisztogramok megrajzolasakor n darab egyenlé hosszusagu
részintervallumokra, osztalyokra osztottuk. Minden osztalyba egy bizonyos N,

szamd megfigyelt egyed (méréseredmény) esett, mely szamot abszoluit
gyakorisdgnak neveztiink. E gyakorisagok 0Osszege az elvégzett mérések,
megfigyelések szamaval egyenld, ZNi = N.Minden osztalyt az x, kozépértékével
jellemezhetiink, az elméleti siliriségfiiggvénybdl pedig kiszamitjuk az illetd
osztalyba es§ egyedek megjelenésének valdszinliségét, ami p, ~ f, (x,)-Ax, . Ezzel
a valoszinliséggel az adott Ax, szélességli i osztalyba esé egyedek pszeudo-
elméleti szdma

N =N-f, (%) AX (6.50)
kellene legyen, ahol ZNI* =N. Az N; mennyiség az elméleti hisztogram egy

téglalapjanak teriiletét jelenti.
Pontosabb eredményt kapunk az elméleti F, (x) eloszlasfiiggvény

haszndalataval: ekkor az i osztalyba esé egyedek pszeudo-elméleti szamat az
N::N'(F(Xi,f)_F(Xi,a)) (6'51)
osszefiiggeés adja, ahol az x, €s az x, , mennyiségek az osztaly intervallumanak

alsé és fels6 hatarat jelentik.
Bebizonyithatd, hogy a

e Z:‘(NIIJ—N)Z (6.52)

valdszintiségi valtoz6 n-1-r szabadsagfokd j,* eloszlast kovet, ahol r a
feltételezett eloszlas megbecsiilt paramétereinek szama (normal eloszlas esetén
két megbecsiilt paraméteriink van, az atlag és a szoras).

Nos, a kiszdmitott »° mennyiségiinkre elvégezziik a y*-probat: valamely
megvalasztott p szignifikanciaszintnek megfelel6en a tablazatabdl kiolvassuk a
P(y* > 1) = p egyenlGséget kielégit§ A értéket. Ha a kiszamitott y° érték kisebb,
mint a meghatarozott A értéke, akkor az adott szignifikanciaszint mellett a
feltételezett elméleti eloszlas alkalmazhaténak bizonyul.
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Az ismertetett illeszkedésvizsgalatot barmilyen feltételezett elméleti eloszlas
tesztelésére hasznalhatjuk.

Tételezziik fel, hogy a példankban hasznalt X minta normal eloszlasd. Az
m, =0.601, o:*=0.194 paraméterli normdl eloszlas siiriiségfiiggvényének

felhasznalasaval a y* =3.029, az eloszlasfiiggvény alapjan pedig a pontosabbnak
tekinthet6 »*=3.019 értékekhez jutunk. A szabadsigfokok szdma n-1-r=7,

mivel tiz osztdlyunk és két becsiilt paraméteriink van. 95%-os megbizhatdsagi
szintnek megfelel6en (p=0.95) a mar ismert CHISQ.INV.RT() fiiggvény altal

visszatéritett érték 2.167, ami nagyobb az altalunk kiszamitottakndl, igy a minta
ezen a szinten nem tekinthetd normal eloszlasunak. A feltétel csak 88%-o0s szinten
teljestil.

Az Excelben egyébként létezik egy CHISQ.TEST() fiiggvény is, amelynek a két
argumentuma Actual_range és Expected_range, a mintat és az elméleti értékeket
tartalmazé tombok. Ha ezek a tombok az egyedek valddi, illetve a pszeudo-
elméleti szdmat tartalmazzak, akkor a teszt kb. 96%-0s megbizhatdsagi szintet
eredményez.

A durva hibak sziirése

Van ennek az illeszkedésvizsgalatnak egy masik lehetséges hasznositasa is: a
durva hibak kisziirése. Ezek a hibak sokszor igen eltér6 értékiikkel tlinnek ki
(éppen ezért a kismintds méréseknél a legkisebb és a legnagyobb eredményt
gyakran figyelmen kiviil hagyjak), azonban egy pontosabb méréssorozat esetében
elég nehezen kiillonithet6k el a véletlen hibaktal.

A véletlen méréshibdkrdl azonban tudjuk (vagy legaldbbis meggy6zddéssel
feltételezziik), hogy valamilyen, pl. normal eloszlast kovetnek. Ha a rendszeres
hibak korrigalasa és a szemlatomast durva hibak 4ltal érintett elemek kiiktatasa
utdn a méréshibakra elvégezziik a »°-préba miiveleteit, akkor azt tapasztalhatjuk,

hogy az szignifikans eltérést mutat a tényleges normal eloszlastdl. Ilyenkor azt
feltételezhetjiik, hogy a minta elemei kézott vannak olyanok is, amelyeket nem
véletlen, hanem durva hiba befolyasolt, és azokat el kell tavolitanunk az adott
mintabol. Gyakorlatilag ez gy torténhet, hogy a legnagyobb h =(N, —N.)?/ N/
hanyadosnak megfeleld osztalyokbol annyi elemet tavolitunk el, hogy a »*-préba
az adott szignifikancia mellett teljestiljon. Az eltavolitott elemeket durva hibak
altal befolyasolt méréseredményeknek tekintjiik. Példankban e hanyadosok
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grafikonja a 6.6. dbran lathaté: e grafikon alapjan a durva hibak keresését az

otodik osztalyban kell kezdeniink.
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7.SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK

A kutatdsok soran el6fordul, hogy a tanulmanyozott jelenség egy id6ben lezajlé
véletlen folyamat: az ilyen folyamatokat sztochasztikusnak nevezik.

Markov-lancok

A diszkrét sztochasztikus folyamatok soran a tanulmdnyozott mennyiséget
leir6 valtozo6 1épésekben valtozik. Ezek koziil Markov-tulajdonsagunak nevezziik
azokat, amelyek esetében a jelenséget leiré valtoz6 jovébeni értéke, az adott
jelenlegi dllapot mellett, nem fligg a multbeliektdl (legalabbis nem kozvetleniil). A
Galton-deszkan legordiil6 golyok torténete is egy ilyen eseménylancolatot példaz:
egy adott szeget az oda érkezd golyd jobbrol vagy balrél keriilhet meg, ami
befolyasolja annak a tovabbi utjat, viszont a jévébeni sorsa nem fiigg attél, hogy
miként jutott el az adott szegig. Az ilyen tulajdonsaggal rendelkezé Markov-Idnc a
sztochasztikus folyamatok klasszikus alapmodelljeként tekinthetd.

A legegyszerlibb verziéban az A, A, ..A,..A események egy rendszer

lehetséges diszkrét allapotai. A rendszer allapotat a szintén diszkrét t=0,1, ...
pillanatokban tanulmanyozzuk. Barmely pillanatban a rendszer az A allapotok
valamelyikében taldlhat6. A rendszer allapotat a k pillanatban (1épésben) tehat
egy olyan diszkrét X, valoszinliségi valtozoval irhatjuk le, amelynek az értéke
X, =1,i€[1, n], amennyiben ebben a pillanatban a rendszer az i allapotban van

(i helyett hasznalhatunk az Aallapotokat egyértelmiien azonosité és azokat
mennyiségileg vagy mindségileg leird, nem feltétleniil szamszer(i adatokat is).

Annak a valészinlisége, hogy a rendszer a kovetkezd, k+1-edik pillanatban
valamely x A4llapotban legyen, definici6 szerint a kovetkezd feltételes
valdszinliségként irhaté fel:

P(Xi1 = X1 Xy =% Xy =Xygn o Xg = %) = P(Xy = X[ X =X%,) - (7.1)
Ez az egyenldség a Markov-tulajdonsag képletbe ontott megfogalmazasa,
miszerint ez a feltételes valdszinliség nem fiigg a multbeli, k el6tti allapotok
egyikétdl sem.
Amennyiben a

P(Xi1 =X [ X, =X)=p;; (7.2)
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dtmenet-valdsziniiség nem fligg az id6t6l, akkor az illet§ Markov-lancot
staciondriusnak (vagy homogénnek) nevezik. A p, , atmenet-valoszinliség annak

az esélye, hogy a rendszer az i allapotbdl a kovetkezd 1épésben a j allapotba

keriiljon. Ezeket a valdsziniiségeket egy matrixba szokas rendezni.
Nyilvanvald, hogy az atmenet-valdszinliségeket barmely i-re és minden j-re
Osszegezve, az eredmény Z‘ Py =1
i
Példaként tekintsiik azt az esetet, amikor egy termék iranti kereslet heti
ingadozasat vizsgaljuk. A kereslet lehet alacsony ( A ), atlagos ( A,) és magas (A,),

ami harom lehetséges allapotot jelent. A 7.1. dbra az egymast kévetd heteken
tapasztalhaté atmenetek valoszinliségét sematizalja. A nyilakra az egy 1épés adott
kezdeti és végsé allapota kozotti atmenet valdszinilisége van rairva. Tegylik fel,
hogy a folyamat stacionarius, tehat az &tmeneti valésziniiségek sohasem valtoznak
meg.

7.1. abra. Egy termék irdnti kereslet heti alakuldsdt bemutato grdf

Az atmeneti valosziniiségeket egy matrixba tomorithetjik, amelynek egy p, ;
eleme az i allapotbdl a j allapotba valé atmenet-valészinlisége (i a sor, j az
oszlop indexe):

03 05 0.2
[P]=|02 06 02| (7.3)
0.3 06 0.1
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Az egylépéses atmenet-valdsziniliség mintajara meg lehet alkotni a tobblépéses
atmenet-valdszintiség fogalmat is:
P(X, =X | Xg=%)=p%. (7.4)
Ez annak a val6szintisége, hogy az i allapotban levd rendszer k 1épés utdn keriil a
j allapotba.
Jelolje [p™] azoknak a val6szinliségeknek sormatrixat, amelyek azt adjak

vissza, hogy a k -adik 1épésben a rendszer milyen valésziniiséggel van valamelyik
lehetséges allapotaban:

[P“1=[p(X, =) p(X,=2) .. p(X,=n)]: (7.5)
Ez a folyamatot leiré Markov-lanc eloszlasa a k -adik pillanatban. [p”] a rendszer
kezdeti allapotat, a Markov-lanc kezdeti eloszlasat jelenti.
Példankban a rendszer legyen a kezdetben egy jol meghatarozott allapotban,
aminek a valdszinlisége tehat egységnyi:
[p®”]=[1.0 0.0 0.0], (7.6)

vagyis az els6 héten a termék iranti kereslet alacsony. A masodik héten a kereslet
alakulasat az egylépéses atmeneti valosziniiségekkel a

[p®1=[p”]-[P]=
03 05 02

=[1.0 0.0 00]|/02 06 0.2(=[03 05 0.2] (7.7)
03 06 0.1

szorzat formdjaban lehet kiszamitani, tehat az 30%-os valdszinliséggel marad
alacsony, 50%-os valdsziniiséggel lesz atlagos, és csak 20%-os valészinliséggel
lesz magas. Mivel kezdetben a rendszer egy bizonyos, jol meghatarozott
allapotban volt (az els6ben), az els6 1épésben a rendszer lehetséges allapotainak
valoszinlisége a megfeleld atmeneti valoszintiségekkel egyenlé (tehat p, ;-vel,
ahol je[1,3]).

A harmadik héten, a masodik 1épés végén varhaté allapotot hasonléképpen
szamitjuk ki, a masodik héten érvényes, megel6z6 allapotbdl kiindulva. Az els6
lépés végén, tehat a madasodik héten, a rendszer a lehetséges allapotainak
barmelyikében keriilhetett (a kereslet alakuldsa barmilyen lehetett). Ezekben az
allapotokban egy bizonyos val6szintiséggel volt megtaldlhat6 (a kereslet bizonyos
val6szinliséggel volt alacsony, atlagos vagy magas). Amennyiben valamelyik
atmeneti valdszinliség nem nulla (a példankban egyik sem az), akkor ebben a
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lépésben az barmelyik lehetséges allapotbdl kiindulva barmelyik lehetséges
allapotaba eljuthat. A masodik lépésben annak a valdszinliségét, hogy a rendszer

valamelyik i allapotbdl kiindulva a j-be jusson, a p{’ valésziniiség (amellyel a
lépés kezdetén az i allapotban volt) és a p, ; atmeneti val6sziniliség szorzata adja.
Mivel e 1épésben a rendszer barmely i allapotbdl eljuthat a j-be, a p® . P

szorzatokat oOsszegezniink kell az 0Osszes i-re, a lehet8ségek teljességének
leirasahoz ezeket pedig ki kell szdmitanunk minden j-re. Téméren, matrixos

formaban ez ekképpen néz ki:

[p“1=[p®1-[P1=

0.3 05 0.2
=[03 05 02]-{02 0.6 0.2|=[0.25 057 0.18] (7.8)
03 06 01
ami még a kovetkezd formaban is felirhaté:
[p®1=[p“1-[PT*. (7.9)
A gondolatsor hasonlé médon folytathatd. Az 6todik héten példaul
[p“1=[p®]-[P]*=[0.2425 05757 0.1818], (7.10)

és igy tovabb. Eszrevehetjilk, hogy példankban az id6 milasaval egyre
valésziniibbé valik az, hogy a kereslet atlagosan alakul, mivel a [P] matrixban a

ko6zéps6 oszlopban vannak a nagyobb valoészintiségek.
A példankban a tobb- (k -) l1épéses dtmenet-valoszintiségeket a [P]* matrix
elemei jelentik.
Stacionarius esetben tehat a kezdeti eloszlassal és az atmeneti valésziniiségek
matrixaval a k -adik 1épésben a Markov-lanc eloszlasa
[p1=[p1-[PT", (7.11)
mivel [P] id6tél fiiggetlen allanddkat tartalmaz. Ha a ldnc nem staciondrius, akkor

az atmeneti valdszinliségek minden 1épés sordn megvaltozhatnak, és akkor az
eloszlast a

[P“1=[p”T[P(t=k-D]-[P(t=k-2)]-....[P(t=0)] =

=[p"]- T1 [P(t=1)] 7

szorzattal lehet kiszamitani.
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Belathaté, hogy ha m egy koztes lépés (0<m<k), akkor a tobblépéses
atmenet-valdszintiségek kozott felirhaté a
pi(,kj) _ ; pm. pﬁ,kj‘"" (7.13)
Osszefiiggés, ahol n a lehetséges allapotok szama. Ez az 0sszefiiggés a Chapman-
Kolmogorov-egyenl§ség.

Folytonos idejii Markov-lancok

A Markov-lanc idéparamétere az eddigiekben diszkrét volt. Ez azonban lehet
folytonos is: ekkor a rendszer allapota nem lépésekben, hanem folyamatosan
valtozik. Tekintsiik azt az esetet, amikor a lehetséges allapotok tovabbra is
diszkrétek. A rendszert leir6 mennyiség az X(t) valdszinliségi fiiggvény,
amelynek értékét egy adott t pillanatban diszkrét val6sziniiségi valtozoként
foghatjuk fel. Az ilyen lancot néha Markov-folyamatnak nevezik.

A folyamat atmenet-valdszinliségét

P (tLt+AL) =P(X(t+At)= j| X (t)=i) (7.14)
formaban adhatjuk meg, ahol az Aallapotokat a t és a t+At pillanatokban
tekintjiik. Homogén folyamat esetében p, ; fiiggetlen az id6t6l, azonban fligg a ket

pillanat kozott eltelt At id6tartam hosszatol.
Amennyiben At —0, az atmenet-valdsziniliség hatarértékét az dtmenet
intenzitdsanak nevezziik:

G,y = lim p,; (t,t+A0) = lim P(X (t+At) = j| X (1) =i)/ At, (7.15)

az intenzitasok pedig nem negativ szamok, amelyek az i allapotbol a j allapotba
jutas sebességét adjak. Ertelmezése szerint i= j-re az intenzitas nulla lenne,

azonban egyezményesen a matematikai szempontboél elénydsebb
Qi = _Z, Qi ; (7.16)
j_:l,_n
j=i
értékkel szoktdk meghatdrozni, ugyanis ekkor barmely rogzitett i-re az
intenzitasok 6sszege mindig nulla (q,; az Osszes tobbi tag megforditott el6jell
Osszege). Homogén folyamatok esetében az intenzitasok allandok.
Az atmenet-valdszinliségek matrixaval analég médon a q; intenzitasokat is

egy [Q] matrixban tarolhatjuk.
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Jeldlje [p(t)] azoknak a valdsziniiségeknek sormatrixat, amelyekkel a rendszer

a t pillanatban valamelyik diszkrét allapotaban van:

[p®1=[p(X, =D p(X,=2) .. p(X, =n)]. (7.17)
Bebizonyithat6, hogy

%[p(t)] ~[p®][Q). (7.18)

vagyis

d

apj(t)=qj,j'pj(t)"'_;qi,j’pi(t)' (7.19)
ii]n

Annak a valdsziniiségét, hogy a rendszer a t pillanatban valamely | allapotban

legyen, ennek a linearis differencidl-egyenletrendszernek a megoldasa adja. A

megoldashoz sziikséges kezdeti feltétel a rendszer kezdeti allapotat megadé

[p(0)] kezdeti eloszlas. Elméletileg a megoldast a

[pt)]=e"™ (7.20)
matrixexponens adja, azonban a tényleges megoldashoz inkdbb numerikus
eljarasokat hasznalhatunk.

Folytonos allapotterii Markov-lancok

A teljesség kedvéért emlitheté az az eset, amikor a rendszer allapotat egy
folytonos valészintliségi valtozo6 irja le, igy valamely 1épésben vagy pillanatban a
rendszer lehetséges allapotainak szdma végtelen nagy. Emiatt az atmenet-
valdszinliséget nem lehet matrixos formaban megadni. A Chapman-Kolmogorov-
egyenletet 0sszegzés helyett integralassal irhatjuk fel:

P0Gt 1% t) = [ PO 1%, 8) - PO, b X, 1) d, (7.21)
Ezt a kifejezést a kovetkez6képpen kell értelmezni: a bal oldal annak a
valdszinliségét jelenti, hogy a kezdetben (t=t,) a valészinliségi véltoz6 X =x,
értékével megadott kezdeti allapotabdl a késébbi t, >t pillanatban az X =x,

végs6 allapotba jusson. A jobb oldalon a szorzat két tagja hasonld
valdszinliségeket ir le, ahol t <t, <t,. Maga a szorzat azt a valdsziniiséget adja,

hogy a rendszer az X =x, értékkel leirt koztes allapoton keresztiil jusson el a
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kezdeti allapotb6l a végs6be, az integrdlds pedig Osszegzi ezeket a
valoszinliségeket a lehetséges x, értékekre.

A Chapman-Kolmogorov-egyenlet  tulajdonképpen egy  feltételes
sliriiségfliggvény definiciéja; megdallapithaté a megfeleld eloszlasfiiggvény is.

A gyakorlatban az ilyen folyamatokat nem kénnyli kezelni. Megjegyezhetd,
hogy a szamitasokat a folytonos id6koordinata helyett inkdbb 1épésekben lehet
elvégezni, igy tulajdonképpen visszaléplink a diszkrét idejli lancok esetéhez.

Egy sztochasztikus folyamat statisztikai jellemz6i

Ez esetben tehdt nem egy valdsziniiségi valtozé kiillonb6z6 véletlen értékeivel
van dolgunk, hanem egy véletlenszerlien valtoz6 X(t) fliggvény kiilonb6zd

id6beni lefutdsat kovetjik. Egy i lefutds alkalmaval az X(t) fiiggvényt

mintavételezziik (technikailag ez bizonyos id61épéssel megmért adatok rogzitését
jelenti), a megmért adatok pedig az idé fiiggvényeként, az X (t) véletlen folyamat

egy-egy x(t) megvalositasabdl, annak mintavételezésébdl szarmaznak.
Az x (t) fuggvények valamely adott t=7 pillanatban régzitett x () értékei

valdszinliségi valtozéknak tekinthet6k, igy Kkiszamithatjuk azok atlagat és
szérasat, meghatarozhatjuk azok stirtiség és eloszlasfiiggvényét. Altalaban (de
nem minden esetben) azt tapasztaljuk, hogy ezek a mennyiségek és fiiggvények a
megvalasztott r pillanattél fiiggenek, tehat azok is az id6 fiiggvényei. gy
definialhatjuk a sztochasztikus folyamat m, (t) atlagat és o, (t) szorasat, valamint

Fy (X, t) = P(X(t) £ x) (7.22)
eloszlas- és

IR (%0 (7.23)

f, (X, t) =
stiriségfiiggvényét.

Azt gondolhatnank, hogy ha egy valdsziniliségi valtoz6 leirasakor ezek a
mennyiségek teljesen leirjak a tanulmanyozott mennyiséget, akkor az idébeni
valtozasukat adé fliggvények is teljesen le kell, hogy i{rjdk a megfigyelt
sztochasztikus folyamatot. Azonban ez nincs igy, és ha megszemléljiik a 7.2. abrat,
akkor rajovink, hogy miért: az 4bran két olyan folyamatot dbrazoltunk, amelyek
atlaga, szordsa és eloszldsa azonos, azonban az id6beni lefutdsuk méas-mas
természetii jelenséget takar. A bal oldali dbra gorbéi lassan valtoznak és bar
eltérnek az atlagot jelentd gorbétdl, egy-egy idébeni lefutds az atlagot jelentd
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gorbét tobbé-kevésbé jol kovetd vonalat eredményez. A jobb oldali abra ezzel
szemben egy idében gyorsan valtoz6 folyamatot mutat, amelynél egy-egy idébeni
lefutas alatt az atlag koriili erds ingadozast tapasztalhatjuk.

\ (1) I\ Xa(0)

!

7.2. abra. Azonos dtlagu sztochasztikus folyamatok

Felvetddik tehat annak az igénye, hogy a valdszintliségi valtozokndal bevezetett
mennyiségek mellett tovabbi jellemzdket is definidljunk, amelyek a sztochasztikus
folyamat bels6 szerkezetét jellemezzék.

Autokovariancia és autokorrelacio

Az els6 ilyen lehet6ség a kovariancia fogalmanak adaptalasa lenne.

A kovarianciat és a korrelaciét két, egymastol kiillonbozo6 valészinliségi valtozo
kapcsolatanak vizsgalatdra vezették be. E mennyiségeket a sztochasztikus
folyamat két egymastol kiilonbozd, t, és t, pillanatokban rogzitett értékeire is

megallapithatjuk, s ezeket autokovariancidnak és autokorreldcionak nevezziik:

Ko () =2 0 () - My @] Dy ) - m, (0], (724
R, (tl,tz)zm' (7.25)

Ox (tl) "Ox (tz)
Amennyiben a sztochasztikus folyamat autokorrelacidja tavolabbi t és t,

pillanatparosra alacsony, zérushoz kozeli érték, akkor az illet6 folyamat
valamilyen idében véletlenszerlien er6ésen ingadozdé jelenséget takar, mig
magasabb autokorrelacid-értékek kevésbé ingadozd, simabb lefutast jelentenek.
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Stacionarius és ergodikus folyamatok

Vannak olyan sztochasztikus folyamatok, amelyek atlaga, szdérasa, stirliség- és
eloszlasfiiggvénye id6ben 4allandé (azonban maga a folyamat tovabbra is
véletleniil valtozik az atlag koriil). Ezeket a folyamatokat staciondriusoknak
nevezzik, autokovarianciajuk és autokorrelacidjuk csak a t, és t, pillanatok

kozotti 7 =t, —t, killonbségtdl fiigg.
Amennyiben a stacionarius folyamat kiilonb6z6 pillanatokban rogzitett x(t;)

értékekb6l meghatarozott atlag, széras, eloszlas és autokorrelacié azonos a
staciondrius folyamatot ergodikusnak nevezziik.

Az ergodikus folyamat egyetlen rogzitett gorbéjébdl tehat minden minket
érdeklé mennyiséget ki tudunk szamitani.

Spektralis stirliség

Egy id6ben lejatszod6 folyamat belsé szerkezetének leirdsdra gyakran a
Fourier-transzformdaci6t alkalmazzak. A Fourier-tétel alapjan barmely periodikus
fiiggvény tetszlleges pontossaggal megkozelithetd harmonikus (példaul csak
koszinusz) fiiggvények 0Osszegeként. Amennyiben ismerjiilk e harmonikus
fiiggvények amplitidoéjat és frekvenciajat, kovetkeztetéseket vonhatunk le a
megkozelitett fliggvényre vonatkozélag. Ezt a fajta megkozelitést a szerkezetek
szamitdsdban hasznaljak el6szeretettel, példaul a rezonancia fellépésének
lehet6ségét ellendrzé eljardsokban (ilyenkor a szerkezet sajatfrekvenciajaval
megegyezd harmonikus 6sszetevok amplitidéjat vizsgaljuk). A tételben szerepld
Fourier-sor végtelen, és az csak periodikus filiggvények megkozelitésére
hasznalhaté.

A sztochasztikus folyamatok esetében is haszndlhatjuk a Fourier-
transzformacién alapulé harmonikus analizist. A gyakorlatban az idébeni
folyamat rendszerint nem periodikus, és a szdmitdsokban nincs lehetdség
végtelen sok harmonikus tagot figyelembe venni. Ilyenkor, a mérnoki
szamitasokban a véges hosszisagi minta hosszat a megkozelitendd fliggvény
egyetlen, egész periddusdnak tekintjiik (mintha a rogzitett gérbe folyamatosan
ismétlédne), és csupan csak az els6é néhany, alacsonyabb frekvencidju
komponenst vessziik figyelembe (ez a kozelités azért fogadhaté el, mert egyrészt a
magasabb sajatfrekvencian torténé rezgések a tapasztalat szerint erdsen
csillapitottak, masrészt az elsé6 néhany tag mar kielégité pontossaggal megkozeliti
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a valédi fiiggvényt). Az amplitidok abrazolasaval egy diagramot kapunk, amely a
folyamat kiilonb6z6 frekvencidju komponenseinek relativ nagysagat abrazolja. Ez
az amplitiuddéspektrum. Mivel X(t) lefutdsair6l bizonyos id6lépéssel elvégzett

mintavételezéssel nyert, tehat diszkrét adatsorok allnak a rendelkezésre, az
amplitddéspektrumot a Fourier-transzformaciét annak diszkrét valtozataban,
annak is a ,gyors” verziojaban (FFT, Fast Fourier Transform) lehet végrehajtani.

A mérnoki gyakorlatban, a sztochasztikus folyamatok leirdsaban a spektrdlis
teljesitménystriiség hasznalata az elterjedtebb. Maga a fogalom az
elektromossagtan teriiletérdl, altaldnositdssal szdrmazik, ahol eredetileg a jel
tényleges teljesitményének frekvencia-osszetevékre vald leosztasa volt a cél.
Atvitt értelemben a ,teljesitményen” azt kell érteni, hogy a vizsgalt X(t)

mennyiség négyzetes atlaganak a spektrumdra vonatkozik, a ,slirliségen” pedig
azt, hogy a spektrum az egységnyi frekvenciaju savszélességre van normalizdlva.
A teljesitmény altalanositott fogalma tehat nincs konkrét fizikai jelentéssel
felruhdzva. A spektralis teljesitménysiriiség mértékegysége a vizsgilt jel
mértékegységének a négyzete elosztva a frekvencia mértékegységével. Ha pl.
X(t) az egy dinamikai szabadsagfokkal rendelkezd rendszer gyorsulasa, akkor e
fliggvény spektralis teljesitménysiiriségét (m/s?)?/ Hz -ben mérjiik.

Ebben a meglatasban a vizsgalt mennyiség teljesitménye:
1 )
P:—-J|X(t)| dt, (7.26)
T 0

ahol T a rogzitett adatok teljes id6tartama. Ha ezt a képletet altalanositani
szeretnénk, akkor az integralasi hatarokat +oo-nek kell venniink, és ekképpen a
teljesitményt a

17 2
= —. , 7.2
P = lim - £|X(t>| dt (7.27)

hatarérték formajaban definialjuk.
A Fourier-transzformacidval kapcsolatban létezik egy Parseval-féle egyenldség,

miszerintha X (f) az X (t) fiiggvény transzformaltja, akkor
[IX@®Fdt=[IX(F)F dof (7.28)

(esetiinkben a fizikai jelentése az, hogy a teljesitmény nagysaga fiiggetlen a
szemléletmodtal).
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E két utdbbi 0Osszefiiggés alapjan a teljesitményt a kovetkez6képpen is
kifejezhetjiik:

. 1 +00 R )
=lim=. . 7.29
P TlmT _j|X(f)| df (7.29)
Definici6 szerint a spektralis teljesitménysiiriiség e mennyiség integrandusza:
sx(f)zpm%.|>2(f)|2. (7.30)

Stacionarius folyamatok esetében a Wiener-Khinchin (magyar helyesirassal,
fonetikusan ,Hincsin”)-tétel értelmében a dolgok leegyszerlisodnek, ugyanis a
spektralis slirliséget az autokorrelacios fliggvénybdl is el6allithatjuk, a kdvetkezd
transzformaciéval:

Sx(f)= [ Ry()-e"®= " dr, (7.31)

Ry(z) = [ 8,(f)-€"®~0df, (7.32)

ahol a hatvanykitevében levé zaréjel az w=2-7-f korfrekvencia. A masodik

Osszefliggés a Wiener-Khinchin-tételben szereplé inverz transzformadci6, amit
most csak a teljesség kedvéért irtunk ide.

E tételbll egyébként az kovetkezik, hogy a nulla frekvencidnak megfelel6
spektralis teljesitménysiirliség az autokorrelaciés fiiggvény grafikonja alatti
teriilettel aranyos:

S, (0) =+ijX (r)dz- (7.33)

A forditott irdnyu transzformdaciébol viszont az kovetkezik, hogy a spektralis
teljesitménystirliség grafikonja alatti tertilet az autokorrelacios fiiggvény origéban
szamitott értékével azonos:

[ Sk (f)df =R, (0)- (7.34)
S, (f) értékeaz f frekvencidju komponens o7 (f) szérasnégyzetét adja.

A spektrdlis teljesitménysiirlség-fliggvény paros, tehat S (—f)=S, (+f), a

grafikonja pedig az ordinatdra nézve szimmetrikus, és emiatt gyakran csak a
pozitiv felét rajzoljdk meg. E fiiggvény pozitiv, tehat S (f)>0, a frekvencia

barmely értékére.
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A Wiener-Khinchin-transzformaciét numerikus integralassal lehet kiszamolni.
A végtelenbe nyuld integralasi hatdrokat és a frekvencia tartomdnyat le kell
szlkitenlink, azonban a klasszikus numerikus integralas igy is igen sok id6t vesz
igénybe, tigyhogy ez esetben is a gyors Fourier-transzformacié alkalmazasa jelenti
a megoldast.

A 7.3. dbran egy id6ben lejatsz6dé folyamatot, annak autokorrelacios
fuggvényét (amit a fenti definicié szerint egy rogzitett t, és novekvd t, értékbol
all6 parokra szamitottunk ki), valamint a Wiener-Khinchin-tétel direkt
hogy a rogzitett folyamat tulajdonképpen egy amplitidémoduldlt jel, ahol a
harmonikus hordozéra egy véletleniil valtozé jel tevédik ra. Ezért az
autokorrelacié gorbéje meglehetésen elnyult, a spektralis stirliség gorbéjének
pedig a vivéjel korfrekvencidjdnak megfelel6 pontban hatdrozottan kiemelked6
csucsa van.

\ R D) Sd@) |

T @

r\ﬂ[\([\/\f\___ = =N

7.3. abra. Amplitidomoduldlt jel x(t) idébeni lefutdsa,
Rx(7) autokorreldcios fiiggvénye és Sx(w) spektrdlis teljesitménysiiriisége

Mas esetben a sztochasztikus folyamat nem rendelkezik kiemelkedd
fontossagu (predominans) harmonikus 6sszetevékkel, mint a 7.4. dbran lathatd
~fehér zaj”. A fehér zaj esetében az 6sszetevdk idedlisan egyenletesen oszlanak el a
teljes frekvenciatartomanyon. Ennek mintajara a ,rézsaszin zaj” esetében az
intenzitas a frekvenciaval aranyosan csokken, ,a voros zaj” pedig a rézsaszinnek
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az a valtozata, amikor a spektrum csak az alacsonyabb frekvenciatartomanyra
korlatozédik. Hasonl6képpen definidlhatunk egyéb ,szini” zajokat is.

A fehér zaj esetében az autokorrelacids fliggvény r zérus értéke kornyékén
rendelkezik kiemelked értékkel, attol tdvolodva erételjesen csokken. A spektralis
slirliség gorbéje kiemelkedd része viszont egy egész intervallumot fel6lel, és az ott
lapos, nincs kiemelked6 csucsa.

Amennyiben a fehér zaj harmonikus 0sszetevdinek frekvenciatartomanya igen
széles (végtelen), akkor az autokorrelacids fliggvény a =0 pontban egy igen
magas (végtelen), tliszerlien kiemelkedé ugrast mutat, a spektralis silirliség

gorbéje pedig az abszcisszahoz kozelit (azzal egybeesik).

x(1) |

i Rd(7) Syl w)

A A AW & J H_I-L ,J “—’\‘_2
VA

VAVAY|

7.4. abra. Fehér zaj idGbeni lefutdsa,
autokorreldciés filiggvénye és spektrdlis siiriisége

Normal eloszlasu sztochasztikus folyamat szimulalasa

A 4.3. fejezet végén megadott atlagi és szoérasi normal eloszlasu
pszeudovéletlen szamok szamitégéppel torténd eldallitdsdnak egy moddszerét
ismertettiik. Ezeket az x, szamokat tekinthetjiik egy stacionarius sztochasztikus

folyamat valamely At 1épéssel torténé mintavételezésébdl szarmazé adatoknak.
Ez a folyamat elméletileg az adott atlaggal és sz6rassal fog rendelkezni.

Az 1igy keletkezett adatsort példaul szintetikus gyorsulasgoérbe gyanant
haszndlhatjuk a szerkezetek szamitisdban a foldrengések szimulaci6jahoz.
Ezeknek a gérbéknek az atlaga nulla kell, hogy legyen, hiszen az egyensilyi allapot
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koriili lengésekrdl van szd. A természetben a foldrengések gyorsuldsgorbéjének
van egy nem-staciondrius jellege: annak van egy ardnylag gyorsan ndévekedd
amplitidoéju (szérasa) kezdeti szakasza, egy rovidebb vagy hosszabb stacionarius
szakasza, majd egy aszimptotikusan lecsengé befejez6 része. Ennek
figyelembevétele pl. a 7.5. dbran lathaté intenzitdsgérbével oldhaté meg.

1n )
I =11y

\ (=1 I(H)= e~ un)

| e

7.5. abra. Intenzitdsgorbe, szintetikus szeizmogram elddllitdsdhoz

Ez a mddszer nagyon egyszer(i, de nem biztos, hogy célravezetd, ugyanis a
szintetikus gyorsuldsgérbe egy bizonyos spektralis teljesitménysiir(iséggel
kellene, hogy rendelkezzen, azonban az ismertetett modszerrel el6allitott adatsor
spektralis teljesitménysiirisége inkabb a fehér zajéhoz fog hasonlitani. A
foldrengések elméleti tanulmanyozdsa, a természetes folyamatok fizikai
hatterének megismerése alapjan felmeriilt a gyorsuldsgorbe sziirésének otlete,

7oz

amire a legegyszeriibben egy masodrendd linedris sziir6t lehet alkalmazni:
X+2- @ - X+af - Xx=—w(t). (7.35)
Az egyenlet az egy dinamikai szabadsagfokkal rendelkezd, viszkdézus
csillapitassal rendelkezd linedris rendszer kényszerlengéseinek mozgasegyenlete,
amikor azt tAmaszgerjesztés éri. A képletben ¢ (a csillapitasi hanyados) és «, (a
csillapitatlan sajatkorfrekvencia) a szlir6 paraméterei, w(t) pedig pl. a Box-
Miiller-eljarassal el6allitott értékek sorozata 4ltal adott, At id6lépéssel
mintavételezett gerjesztés (a bazis gyorsuladsa).
Az egyenlet numerikus megoldasa a szintén At id6lépéssel mintavételezett
K(t) szintetikus gyorsulasgorbe lesz. A megoldas lépésenkénti integralast jelent.

Egy gyakran haszndlt eljarasban (kozvetlen implicit integralas) feltételezzik, hogy
egy lépés alatt a gyorsulas linedrisan valtozik, azaz X =k allandd. A szlird
egyenletében  szerepld6 mennyiségeket integralassal kapott rekurziv

Osszefiiggésekkel fejezziik ki, a kinematikabdl jél ismert dsszefiiggések alapjan.
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Megallapitjuk a gyorsulas, a sebesség és az elmozdulds Kkifejezését a 1épés elején
érvényes értékekre tdmaszkodva:

a=fkdt=a0+k-t35('i+1=>'('i+k~At—>k=X”lA;X‘, (7.36)
At 73
v:jadt:v0+a0~t+k-33xM:xi+?-(xi+xi+l). (7.37)
ot
d:jvdt:d0+v0-t+a0~—+k-—:>
2 6 (7.38)
oA A
:>xi+1=xi+At~xi+T-xi+?~xM.

Ha ezeket behelyettesitjiik a szlir6 differencidlegyenletébe, akkor egy olyan
algebrai egyenlethez jutunk, amelyben - ha ismerjik a 1épés elején érvényes
kinematikai mennyiségeket - az egyediili ismeretlen a 1épés végén érvényes X, ,

gyorsulas lesz:

2
[l+§'a)0 At+ @ -A—t))'(’i+l =
6 (7.39)

2
=W, —¢ - @-(2-% +At'5<'i)—a)§~[xi +AL-X, +A?txlj

Ez egy rekurziv egyenlet, amit X, -ben oldunk meg. A jobb oldalon ismert
mennyiségek allnak: w., a At lépéssel mintavételezett gerjesztés (a szlird
bemeneti fliggvényének) aktualis értéke, az x, % €s X értékeket pedig az el6z6
lépésben szamitottuk ki. Az elsé 1épésben ez utdbbiakat kezdeti feltételként kell
megadnunk, esetiinkben a kezdeti nyugalmi allapotbél kimozdulé rendszernek
megfeleld x, =0, X, =0, X, =w, formaban.
értékét, a megallapitott rekurziv

Miutan megkaptuk a gyorsulds 0j X,

képletekkel kiszdmoljuk az %, sebességet és az x, , elmozdulast is.

Az ekképpen nyert gyorsuldsok adatsoranak pl. a fenti intenzitasgorbével
adhatunk nem-staciondrius jelleget. A staciondrius szakasz spektralis
teljesitménystirtisége

S(f)=50~i2~ 1 (7.40)
o 272 2
T
23 Wy
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lesz (ahol w=2-7-f), ami igen kozel all a foldrengések megfigyelésébdl

szdrmaz6 Kanai-Tajimi spektralis siirliséghez. E képletben S /w} az f =0

gerjeszté frekvencianak megfeleld6 érték,
szabadsagfokkal

rendelkezd,

rezonanciafliggvényével analég.

WP =k

oo e

8

9

10
0

~ ohnown s W Pa

oo

A kiprébalashoz Excelben hozzuk létre a 7.6. dbran lathaté tablazatot.

N
1024

Atlag (m/s%)
0

szoras (mfs’)
0.7

At (s)
0.01

m

C

n Fehér szam
1 0.472684968
2 0.731763355
3 0.168248595
4 0.224336463
5 0.632811073
6 0.419936131
7 0.162962697
8 0.268786006
9 0.425088476
10 0.295789118
11 0.862532237
12 0.095295012
13 0.909787118
14 0.411589857
15 0.370339493
16 0.139711695
17 0.806343188

D

Fehér szam
0.926868349
0.020730981
0.931460404

0.76732656
0.789878107
0.466197722

0.40247201
0.706181951
0.130305073
0.778075954

0.39257111
0.372215138
0.543035766
0.802735273
0.672759797
0.364810938
0.360407031

E
t(s)
0.000
0.010
0.020
0.030
0.040
0.050
0.060
0.070
0.080
0.090
0.100
0.110
0.120
0.130
0.140
0.150
0.160

a képlet pedig egy dinamikai

harmonikusan gerjesztett

F
w (m/s?)
0.178261039
0.023351895
0.019538778
-0.172734265
-0.309726303
0.066788787
-0.169195683
-0.5985942278
0.163438261
-0.916856498
-0.438198595
0.453808354
0.165837003
-0.482043797
-0.271252866
0.308413768
0.165285456

€]

a(my/s?)
0.178261
0.020068
0.014284
-0.17735
-0.30744
0.076136
-0.15425
-0.56801
0.211287
-0.84737
-0.33213

0.58312
0.305208
-0.32526
-0.08972
0.505171
0.366277

linearis

H
v {m/s)

o
0.000992
0.001163
0.000348
-0.00208
-0.00323
-0.00362
-0.00723
-0.00502
-0.0122
-0.0181
-0.01684
-0.0124
-0.0125
-0.01457
-0.0125
-0.00814

7.6. abra. Szintetikus sztochasztikus gyorsuldsgérbe létrehozdsa

rendszer

| J
d (m)

0
6.28E-06
1.71E-05
2.63E-05
1.87E-05
-1.1E-05
-4.3E-05
-9.4E-05
-0.00018
-0.00028
-0.00044
-0.00062
-0.00076
-0.00088
-0.00102
-0.00116
-0.00126

E tablazatban a C oszlopban a RAND() fliggvénnyel 0 és 1 kozotti egyenletes

eloszlasu véletlen szamokat hozunk létre, amelyeket dtmasolunk a D oszlopba,
hogy az Excel ne szdmolja minden frissités soran Ujra a teljes tablazatot.

Az E oszlopban 0-val kezd6dden, a megadott At lépéssel, létrehozzuk a t,

id6koordinatat (t, az i-edik a minta vételének a pillanata). A tablazatban 1-gyel

kezd8d6, a B oszlopban levé n sorszdmmal i=n-1, i €[0,N -1].

A D oszlopban lev$ véletlen szamokra tdmaszkodva az E oszlopban a mar

ismert Box-Miiller-eljarassal normal eloszlast szdmokat hozunk létre, a megadott
atlaggal és szorassal. Esetiinkben, a feladat természetéb6l fakadban az atlagnak

most nulldnak kell lennie.

Ezek a normal

mintavételezett bemeneti jel w, értékeit, a gerjesztést jelentik.
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7. Sztochasztikus folyamatok

A G, H és [ oszlopokban a gyorsulds, a sebesség és az elmozdulas i
pillanatokban kiszdmitott értékei fognak allni. A legfelsé értékek a kezdeti
feltételeket jelentik: a, = %, =w,, v, =%, =0, d, =%, =0.

A G oszlopban, a masodik értéktdl kezdve alkalmazzuk az X, gyorsulasra

levezetett 7.36. képletet, amely Excel-fiiggvény formajaban, a sziikséges
paraméterek 7.6. abran lathato lokalizaci6javal a kovetkez6képpen néz Kki:
=(F3-$A$14*$A$17*(2*H2+$A$11*G2)-
$A$17*$A$17*(12+$A$11*H2+$A$11*$A$11*G2/3))/
(1+$A%$14*$A$17*$A$11+$A$17*$A$17*$A$11*$A$11/6) (7.41)

(némiképp elegansabb tablazathoz és rovidebb szamitdsi id6hoz jutunk, ha a
konstans szorzokat kiilon celldkban szamoljuk ki, és a képletekben azokra
tdmaszkodunk).

A H oszlopban, szintén a masodik értéktdl kezdve, a sebesség kiszamitasat a
kovetkez6 fliggvénnyel oldjuk meg, a 7.37. képlet alapjan:

=H2+$A$11*(G2+G3)/2 (7.42)
(itt mar nincs olyan sok szorzé, de a At/2 mennyiséget is ki lehetne szamitani egy
kiilon cellaban). Végiil az I oszlopban az elmozdulasra az

=12+$A$11*H2+$A$11*$A$11*G2/3+$A$11*$A$11*G3 /6 (7.43)
fliiggvényt alkalmazzuk (7.38. dsszefiiggés), amelyet szintén csinositani lehetne a
mar elmondott médon.

A szamitasok eredményét a kovetkezd dbrakon lathatjuk: a 7.7. dbran a sziir6
bemeneteként meghatarozott gyorsuldsgorbét, a 7.8. dbran a kimeneti, szlirt
gyorsulasgorbét, a 7.9. dbran a sebesség, a 7.10. dbran pedig az elmozdulas
id6ébeni lefolyasat. Mindezeket a diszkrét pillanatokban kiszamolt értékek egyenes
vonalakkal valé 0sszekotésével kapjuk, dgyhogy ezek tulajdonképpen a tényleges
fiiggvények bizonyos pontossagu kozelitései.

A bemeneti és a kimeneti gyorsuldsgorbék kozotti kiilonbséget ranézéssel
elég nehéz megallapitani, meggy6z6bb lenne a spektralis teljesitménysiriliségek
vizsgalata.
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w (m/s?)

2.000 4.000 6.000
t(s)

7.7. abra. A bemeneti gyorsuldsgérbe

a (m/s?)

2.000 4.000 6.000
t(s)

7.8. abra. A sziirt, kimeneti gyorsuldsgorbe

v (m/s)

‘I \

ul
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2,000 4.000 6.000
t(s)

7.9. abra. A sebességgirbe
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7. Sztochasztikus folyamatok

d (m)
0.005
0.004 .“. P .
= : I —
D:DD; A [ ]I'| |'ﬂ‘-. . y i ||I I'l f \ |I l. |I || - ||' I|I A
0 T IF\| /\ U'I ¥ || I| |||(J) i \ l|l|l || Iﬂl I|I '| I|I I|\ f\ I|| | |I '\ f v ./’\ "\'\ 14 J || I|I
-0.001 |1/ l.,j [ T - \ v L \ J |, | N U
-0.002 [ './ | {J’ L | |I | J
-0.003 |/ y \II
-0.004 !
-0.005
0.000 2.000 4.000 £.000 8.000 10.000
t(s)

7.10. abra. Az elmozduldsgérbe

A spektralis teljesitménysiiriséget a diszkrét Fourier-transzformaciéra (FFT)
alapozva lehet kiszamitani. A gyors transzformaciét a c(t) fliggvény az allandé At

lépéssel mintavételezett ¢ filiggvényértékein lehet elvégezni. Ezeknek a
pontoknak a szdma N, amely az algoritmus hatterében 4llé elvek miatt 2-nek

valamilyen egész kitev6jli hatvanya kell, hogy legyen. A minta hosszisaga
T =(N -1)-At. A transzformacié eredményeként a

Co= D ¢, e N k=01 .N-1 (7.44)
j=0,N-1
komplex szdmokat kapjuk, amelyekkel a spektralis energiasiliriséget a

kovetkezbképpen kozelithetjiik meg:

1
$0)=5z"1C i

1 N 7.4
S(fk)=W'DCk|Z+|CN,k|2]. k=1,2,"(3_1j, (7.45)
1
S(fc):W'lcN/zlzi
ahol
k
f=——0H, 7.46
CTNAT (7.46)
és
R (7.47)
2-At

Ez utébbi a Nyquist-frekvencia. A spektrumnak ilyen forman a pozitiv felét kapjuk,
1+N/2 pontban. Mivel a spektralis teljesitménysiirtiség paros fliggvénye a
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frekvencidnak, a negativ felét (ha arra sziikség van) tiikkrozéssel tudjuk eldallitani:
S(=f)=S(f), S(=f.)=S(f,)-

Ha az elvégzendd szadmitdsoknak nem is a legalkalmasabb eszkoze, de Excelben
az Analysis ToolPak-bévitményben elérhet6 Fourier-analizishez folyamodhatunk.
Az ablakdban (7.11. dbra) meg kell adnunk a bemeneti adatok sorat, valamint ki
kell jelolniink egy iires oszlopot a kiszamitott diszkrét transzformalt értékek
tarolasara. A bemeneti adatsor pontjainak a szama 2" kell, hogy legyen, ahol n
legalabb 1 (legkevesebb két bemeneti adat) és legtébb 12 (maximum 4096 adat).
Ha a bemeneti adatsor elemeinek szama kettének nem egész szadmu hatvanya,
akkor két dolgot tehetiink: a pontok kozotti linedris interpolaciéval tjra-
mintavételezziik az adatokat (ami komplikaltabb), vagy pedig nulla értékeket
teszlink a sor végére, hogy azt a legkozelebbi egész hatvanyig toltsiik fel (ez a
kénnyebb megoldas).

Fourier Analysis ? *

Cancel

Input

Input Range: SFS2:5FS1025 |

||l D Labels in First Row
|

. Help
Output options

@gutput Range:
(C) New Worksheet Ply:
O New Workbook

[ inverse

SMs2:3Ms1025  |FeE

=T

7.11. abra. Fourier-transzformdcié az Analysis ToolPak-ben
A példank folytatasaként bemeneti adatsorként megadjuk az F oszlopnak 1024
kiszamitott w, értékeket tartalmazé részét (F2:F1025), a kimeneti adatok

tarolasara pedig az M oszlopban foglalunk megfelel6 nagysaga helyet, amely az
1024 transzformalt érték tdrolasahoz elegend6é (M2:M1025). A szamitdsok
elvégzéséhez sok id6 sziikséges, még egy 1024 elem{ adatsor esetében is
tiirelmeseknek kell lenniink, eredményképpen pedig az M oszlopban lefoglalt hely
a+b-i algebrai formaban felirt komplex szdmokkal telik meg (7.12. 4bra).

Ezutdin az N oszlopban transzformaltak

kiszamitjuk a komplex

|va?+b® |moduluszat, amire célszerlien az Excel IMABS() fluggvényét
hasznalhatjuk.
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K L M N o} P Q

k f(Hz) Fourier-transzformdlt (a + i-b) FT modulusz A B S(f)
2 0 0 '-9.95042303656185 9.95042304 9.950423037 0 9.44242E-05
3 1 0.097656 12.2198278484855+).732030153637328i 12.2417344 12.24173439  12.24173435 0.000285835
4 2 0.195313 -13.4708399612316+7.27236610453006i 15.3085217 15.30852175 15.30852175 0.000446989
5 3 0.292969 9.18045370829178-11.3161754039212i 14.5717726 14.57177258  14.57177258 0.000405
6 4 0.390625 -17.5262904278304+14.2520620118297i 22.5896511 22.58965113 22.58965113 0.000973305
7 5 0.488281 2.54290888219356+7.92834210556576i 8.32616323 8.32616323 8.32616323 0.000132227
8 6 0.585938 -24.4777140075417+4.92956858203707i 249691636 24.96916357 24.96916357 0.001189154
9 7 0.683594 3.63364378407681+1.15117951897003i 3.81163763 3.811637632 3.811637632 2.77111E-05

7.12. abra. A spektrdlis teljesitménysiiriiség kiszdmitdsa

o7

A spektrélis teljesitménysiirliséget a 7.45. Osszefiiggések altaldnositasaval
kapott

1 1
S(f) =7 (G +IC ] = Se=r7[A+B7] (7.48)

képlettel lehet kiszamitani(k €[0,N/2]), ahol a C,, C,, , moduluszokat A-val és
B -vel jeloltiik. Az els6, S(0) érték kiszamitasahoz A a C, értéknek felel meg, mig

az utolso, S(f,) értékhez A-nak C,, -t kell vegytink; mindket esetben B=0.

N/2

A konnyebb tajékozodas érdekében a k index értékeit a K oszlopban tiintettiik
fel.

Osszesen N/2+1 spektrélis értéket szamitunk ki, ezek koziil az elsé a 2, az
utolsé pedig az 514 sorban van, mivel a példankban N =1024. Az A tényezlket az
0, a B tényezoket pedig a P oszlopban taroljuk.

Az A paraméterek meghatarozasa egyszerii, mert azok minden esetben az
illetd sorban levé komplex szdm moduluszaval azonosak.

A B értékeket a legfelsé (k =0) és a legalsé (k = N/2) cellakban nullazzuk, a
kett6 kozott pedig azt az

=INDEX($N$1:$N$1025,$A$2+2-K3) (7.49)
fliggvény segitségével keressiik ki a moduluszok N oszlopabdl. Képletiink szerint,
a k -adik sorban levé B -nek az N —k -adik modulusz felel meg, igy az INDEX()
fiiggvénnyel a moduluszok N1:N1025 tartomanyabdl alulrél a k -adik elemet kell
megkeresniink.

Alegfels6 celldban szerepld spektralis érték tehat végsé soron az

=(02*02+P2*P2)/($A$2*$AS$2) (7.50)
képlettel keriil kiszamitasra; az A2-es cellaban N értéke all.
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Az ezekhez az értékekhez tartozo frekvenciat az f, =k/(N-At) képletnek

megfelel6en az L oszlopban a

=K2/($A$2*$A$11) (7.51)
formulaval adhatjuk meg (ez a legfelsé cellaban érvényes képlet), ahol k -t osztjuk
az A2 celldban levé N és az A11 celldban levé At szorzataval. Ez érvényes a

legfelsd, nulla frekvencidju spektralis értékre is, meg a legalsd, f, Nyquist-
frekvenciaju pontra is.
Soronként lefelé haladva ugyanigy szamitjuk ki a tobbi f, és S,

mennyiségeket.
A spektralis értékeket a frekvencia fliggvényében abrazolva a 7.13. 4bran
lathaté grafikonhoz jutunk. Mivel ez a bemeneti ,fehér” zaj, az ekképpen

megkozelitett spektruma lapos és ardnylag egyenletes.

S(f) (m/s?)?/Hz

. '||" l\ il "

|
I A
r ||“||L ‘|||||| m Il
' ! ";.\" lf,..;r.|’1, ,'“"“'1.;- rJ nﬁt”qr il erh. .'__1 Il M | ||

g 40 50

ll

fiHz)

7.13. abra. A bemeneti fehér zaj spektrdlis teljesitménysiiriisége

S(A) (m/s%)%/Hz

eor || | )M\
;«LJ'.'J J'UE f'ﬂ'@MﬂL’meL.«'WI#,ﬁﬂJ»-‘f%H.u\i'u»«’u"r«.JuAM”uw MM '*u\h'nu'u—w‘wﬁ JL-"'J!"'“«MWML b

15 20 25 30 35 40 50
fiHz)

7.14. abra. A kimeneti szintetikus gyorsuldsgorbe spektrdlis teljesitménysiiriisége
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Ugyanigy szamithatjuk ki a szintetikus gyorsulasgorbe spektrumat is (a
bemeneti adatokat a G oszlopbdl kell venniink). Ebben az esetben a spektrumnak

o

a szlir6 f,=am,/(2-7)=12/(2-7)~1.9 Hz sajatfrekvencidjanak kornyékén egy
kimagaslo cstcsa van (7.14. abra).

a (m/s?)

15

0.000 2.000 4.000 6,000 £.000 10.000
t(s)

7.15. abra. Nem-staciondrius szintetikus gyorsuldsgorbe

Végil, ha a gyorsuldsgéorbének nem-stacionarius jelleget szeretnénk adni,
akkor a 7.5. bran lathat6 intenzitasgorbe alkalmazasaval, ahol t =1.5s, t, =55,

c=1, a 7.15. abran lathat6é szeizmogramhoz jutunk. Ehhez a sz{ir6 kimenetén
kapott, a G oszlopban tarolt stacionarius a(t;) gyorsulasokat meg kell szorozni az

intenzitasgorbe kiszamitott |(t,) értékeivel.
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AZ ANGOL ES A MAGYAR NYELVU FUGGVENYEK MEGFELELTETESE

Angol Magyar Angol Magyar
AND ES LOGNORM.INV | LOGNORM.INVERZ
AVERAGE ATLAG MAX MAX
BINOM.DIST BINOM.ELOSZL MIN MIN
BINOM.INV BINOM.INVERZ MOD MARADEK
CHISQ.DIST KHINEGYZET.ELOSZLAS NORM.INV NORM.INVERZ
CHISQ.DIST.RT KHINEGYZET.ELOSZLAS.JOBB NORM.S.DIST NORM.S.ELOSZLAS
CHISQ.INV KHINEGYZET.INVERZ NORM.S.INV NORM.S.INVERZ
CHISQ.INV.RT KHINEGYZET.INVERZ.JOBB NORMD.IST NORM.ELOSZLAS
CHISQ.TEST KHINEGYZET.PROBA NOT NEM
CONFIDENCE.NORM MEGBIZHATOSAG.NORM OR VAGY
CONFIDENCE.T MEGBIZHATOSAG.T PI PI
CORREL KORREL POISSON.DIST | POISSON.ELOSZLAS
COS CoS POWER HATVANY
COUNTIF DARABTELI RAND VEL
EXP KITEVO RANK.AVG RANG.ATL
EXPON.DIST EXP.ELOSZL SIN SIN
F.DIST F.ELOSZL SQRT GYOK
F.DIST.RT F.ELOSZLAS.JOBB STDEV.P SZOR.S
F.INV F.INVERZ STDEV.S SZORM
F.INV.RT F.INVERZ.JOBB SUM SZUM
GAMMA GAMMA T.DIST T.ELOSZLAS
HYPGEOM.DIST HIPGEOM.ELOSZLAS T.DIST.2T T.ELOSZLAS.2SZ
IF HA T.DIST.RT T.ELOSZLAS.JOBB
IMABS KEPZ.ABSZ T.INV T.INVERZ
INDEX INDEX T.INV.2T T.INVERZ.2SZ
INT INT T.TEST T.PROB
LOG LOG WEIBULL.DIST | WEIBULLELOSZLAS
LOGNORM.DIST LOGNORM.ELOSZLAS Z.TEST Z.PROB
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PROBABILITY AND STATISTICS IN TECHNICAL ENGINEERING

ABSTRACT

The book introduces the essential elements of the probability theory and those
of statistics. The main goal is to clarify the basic concepts, approached with
emphasis on the application side and less on mathematical theory. Those
presented in the book are addressed primarily, but not exclusively, to students
with technical specializations, laying the practical foundations of their training,
but it also can serve as starting point for in-depth theoretical studies in this field.

The first chapter of the book defines the event and presents the operations
with events, these concepts being clarified by the examples of dice throwing and
that of shooting at a target.

The second chapter introduces the concept of random event and that of the
probability. The third chapter is focused on the random variables and their
characterization. This chapter introduces some fundamental terms such the
probability density function and the cumulative distribution function, expected
value and variance.

The fourth chapter presents the practically most important distributions, these
being illustrated by easy-to-follow examples done in Excel. Among these
distributions are included the most important discrete and continuous
distributions, such as the binomial distribution, the hypergeometric distribution
and the normal one. There are also included those used to model the distribution
of the extrema of various random phenomena.

The fifth chapter introduces the multidimensional distributions. The
theoretical concepts are applied in practice through some simple examples. Thus,
the case of independent variables is exemplified by the practical problem of load-
strength relation in structure's design. The aspects and concepts regarding the
case of dependent variables are illustrated by an example using a not too
complicated bivariate distribution function.

The thematic of the sixth chapter is the statistical processing of experimental
data. The theoretical concepts are applied in some examples taking some
simulated random data as the input values in this calculations. The average and
the empirical variance are computed, the confidence intervals are established,
after then various statistical tests are performed.
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In the seventh chapter the stochastic processes are introduced and their main
statistical characteristics are described. Markov chains, which underlie the theory
of these processes, are presented by a simple discrete example. Markov processes
with the continuous variable are not detailed, because they cannot be treated at
an elementary level.
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WAHRSCHEINLICHKEIT UND STATISTIK IN DER TECHNIK

ZUSAMMENFASSUNG

Im vorliegenden Buch werden die Grundlagen der
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik behandelt. Zielsetzung des Buches ist
die Klarung der Grundbegriffe mit Schwerpunkt auf die Anwendungsbereichen.
Die mathematischen Theorien werden knapp dargestellt.

Der Band richtet sich vor allem an Ingenieurstudierende an Universitdten und
tragt zum Aufbau der Praxiskenntnisse bei. Gleichzeitig kann er auch als ein
Ausgangspunkt fiir vertiefte theoretische Auseinandersetzungen der Themen
dienen.

Das erste Kapitel befasst sich mit den Ereignissen und Operationen iiber
Ereignismengen. Die Begriffe werden anhand des Beispiels des Wiirfelwurfes
genommen und zielgerichtet erklart.

Das zweite Kapitel behandelt die Grundbegriffe der zufilligen Ereignisse und
Wabhrscheinlichkeit.

Das dritte Kapitel fokussiert auf die Beschreibung von Zufallsvariablen und
deren Eigenschaften. Auch in diesem Kapitel werden Grundbegriffe wie
Wabhrscheinlichkeitsdichtefunktion, Verteilungsfunktion, Mittelwert und Varianz
vorgestellt.

Das vierte Kapitel stellt aus der praktischer Sicht wichtige
Wahrscheinlichkeitsverteilungen durch einfache Excel-Anwendungen vor. Zu
diesen Verteilungen zdhlen die wichtigsten diskreten und stetigen Verteilungen,
wie z. B. die Binomial-, die Normalverteilung, die hypergeometrische Verteilung.
Auch Verteilungen, die zum Modellieren der Wahrscheinlichkeit von Extrema
dienen, werden in diesem Abschnitt erklart.

Das fiinfte Kapitel behandelt die mehrdimensionalen Verteilungen. Die
theoretischen Konzepte werden durch Beispiele erlautert.  Unabhingige
Variablen lassen sich anhand einer Strukturbemessung erklart, abhingige
Variablen werden anhand einer einfachen bivariaten Verteilungsfunktion
illustriert.

Die Thematik des sechsten Kapitels ist die statistische Verarbeitung
experimenteller Datenreihen. Die praktische Umsetzung der Theorie wird durch
die Bearbeitung einer simulierten Datenreihen dargestellt. Hier werden der
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empirische Median und die empirische Varianz berechnet, Konfidenzintervalle
bestimmt, verschiedene statistische Proben durchgefiihrt.

Das siebte Kapitel bietet eine Einfilhrung in die stochastischen Prozesse und
stellt deren wichtigste statistische Merkmale vor. Markov-Ketten werden mittels
eines einfachen Beispiels dargelegt. Da die Markov-Prozesse mit kontinuierlichen
Variablen nicht auf elementarem Niveau behandelt werden konnen, werden sie
nicht detailliert.
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TEORIA PROBABILITATILOR SI STATISTICA MATEMATICA
APLICATE IN INGINERIE

REZUMAT

Cartea introduce elementele esentiale ale calculului probabilitatilor si
statisticii matematice. Scopul principal urmarit este clarificarea conceptiilor de
baza, abordat cu accentul pe latura aplicativa si mai putin pe teoria matematica.
Cele prezentate in carte se adreseaza in primul rand, dar nu exclusiv, studentilor
cu specializari tehnice, punand bazele practice ale pregatirii lor, dar totodata pot
servi ca punct de plecare in studiile teoretice aprofundate in acest domeniu.

Primul capitol al cartii defineste evenimentul si prezinta operatiile cu
evenimente, conceptele fiind clarificate prin exemplele aruncarii cu zaruri si
tirului asupra tintei.

Capitolul al doilea introduce conceptul evenimentului aleatoriu si cel al
probabilitatii, iar capitolul trei focuseaza asupra variabilele aleatoare si asupra
caracterizdrii lor. In acest capitol sunt introduse termeni fundamentali ca
densitatea de repartitie si functia repartitiei, valoarea medie si dispersia.

Capitolul patru prezinta repartitiile importante din punctul de vedere
practic, acestea fiind ilustrate prin exemple usor de urmarit realizate in Excel.
Intre acestea regdsim cele mai importante repartitii discrete si continue, cum ar fi
repartitia binomiald, cea hipergeometrica si normala, dar totodata sunt detaliate
si repartitiile folosite mai frecvent in modelarea probabilitatilor extremelor.

Capitolul cinci este consacrat repartitiilor multidimensionale, elementele
teoretice fundamentale fiind aplicate in practica in cadrul unor exemple simple.
Astfel cazul variabilelor independente este exemplificat prin problema de ordin
practic al dimensionarii structurilor, iar aspectele si conceptiile referitoare cazului
variabilelor dependente sunt ilustrate printr-un exemplu cu functia de repartitie
bivariata nu prea complicata.

Tematica capitolului sase este prelucrarea statistica a datelor
experimentale, unde aplicarea teoriei se face prin calcule facute pe un sir de date
obtinut prin simulare. Se calculeaza media si dispersia empirica, se stabilesc
intervalele de confidentd, apoi se efectueaza diverse probe statistice.

In al saptelea capitol sunt introduse procesele stohastice si sunt stabilite
principalele caracteristici statistice ale lor. Lanturile Markov, ce stau la baza
teoriei acestor procese, sunt prezentate printr-un exemplu discret simplu.
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Procesele Markov cu variabila continua nu sunt detaliate, fiindca acestea nu pot fi
tratate la un nivel elementar.
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