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ELOSZO

Az emberiség torténetében vitathatatlan szerepet betolté miszaki fejlédés alap-
kévének minden bizonnyal a mechanikat tekinthetjiik, bar tudomasul kell venni,
hogy az elméleti alapokat - mint barmely mas tudomanyteriileten - a gyakorlati
alkalmazasok joval megel6zték. Nem tortént ez masként a gépek fejlédésében sem.
A modern mechanika megalapitasa el6tt is 1éteztek miikod6 szerkezetek, amelyek
otletessége alkotdéjuk géniuszat dicséri. A miiszaki fejl6dés barmelyik teriiletét vizs-
galva észrevehetjlik, hogy valdsan hatékony és helyliket megall6 alkotasok akkor
szllettek, amikor az elmélet és a gyakorlati cél kozott tokéletes volt a harmdnia,
amit csakis a konstruktér-mérnok tehetsége és vallalasa hivhatott életre.

A gépek, szerkezetek torténete messze az 6korba nyulik vissza, de az elsé tudoma-
nyos rendszerbe szedett leirdsokat Agricoldnak (Georg Bauer), illetve Leonardo da
Vincinek lehet - szokas - tulajdonitani. E mesterek munkai alapjan fejlédott tovabb
a mechanizmusok tudomanya, ami olyan ismeretek tarhazava valtozott napjainkra,
ami nélkiil elképzelhetetlen a gépek és szerkezetek megalkotasa. Az alkalmazott
miiszaki tudomanyok, és ezen beliil a mechanizmusok torténetének a XX. szazad
végétdl napjainkig tarté idészakat jellemz6 1ényeges meguijulas a szamitégép mar
nélkiilozhetetlen jelenléte jellemzi a legtaldlébban. Az alkalmazott gyakorlati sza-
mitdsok mennyisége és komplexitisa mar nem jelent akadalyt, a hipotéziseket
felallit6 mérnok fantazidjat nem koti glizsba. Rengeteg j eljaras sziiletett ennek
kodszonhetGen, de a hozzajuk tartozé modelleket mar nem lehet szamitégép nélkiil
kezelni. Arra viszont figyelmet kell forditani, hogy a frappansan gyors és elegans
szamitasok mennyisége mogott ne vesszen el a modellt sugallé gondolat.

Dr. Papp Istvan okleveles gépészmérnok, egyetemi docens Mechanizmusok
optimdlis kiegyensiilyozdsdnak elmélete cim{i munkaja az el6bbiekben feltart gon-
dolatok szellemében megalkotott m{. Elsésorban pontositani szeretném, hogy
nem alapszint{ egyetemi tankonyvet tart a kezében az Olvas6. Ennek a miinek a
megértéséhez az alapfokd matematikai, mechanikai, illetve mechanizmuselméleti
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ismeretek nélkiillozhetetlenek. Igen jelentds segitséget nyujt viszont azoknak, akik
a mechanizmusok, gépszerkezettan vagy robotok teriiletén adott kérdéssel elmé-
lyiilten szeretnének foglalkozni. E miiben részletesen ismertetett elmélet olyan esz-
kozzé valik a gyakorlé mérnok kezében, aminek segitségével messzemenden jobb,
hatékonyabban miikodé szerkezeteket tud tervezni, mint klasszikus ismeretekre
alapozva, amelyek segitségével lehet taldlni sok j6 megoldast, de nem az egyetlen
optimalist. Igy a konyvet elsdsorban a doktoranduszhallgatok és kutatok figyelmé-
be ajanlom, de nem art, ha a magiszteri képzésben részt vevo didkok és a gyakorld
mérnokok is beleolvasnak.

A konyv ot fejezete a térmechanizmusok problémakorét jarja koriil, a sziikséges
matematikai alapoktél a dinamikus kiegyensulyozasig, alaposan, viligosan targyal-
va és kimeritve minden szilikséges problémakort.

Az elsé fejezet a késébbiekben felhasznalt matematikai alapokat tekinti at.
Az altalanos koordinatatranszformaciét nem a hagyomanyos Euler-szégeken ala-
pulé forgatassal, hanem a koordinatatengelyek koriili sorozatos elforgatassal tar-
gyalja, igy a homogén transzformaciés matrix forgaté almatrixanak elemei az egyes
tengelyek koriili elforgatasi szogek fiiggvényei lesznek. Ezaltal a szamitégépes
elemzés biztosabba valik - az elfordulas szogei mindig egyértelm{ien meghataroz-
haték -, masrészt pedig a gyakorl6 mérnok geometriai felfogasahoz sokkal koze-
lebb all6 eszkdzoket alkot.

A masodik fejezet a térmechanizmusok elemeit 6sszekoté alacsony osztalyu
csuklok altal 1étrehozott kényszerek matematikai modelljét ismerteti részletesen.
A vizsgalat mindegyik csuklétipusra kiterjed, ennek célja pedig a mechanizmust
alkoté elemek egymashoz viszonyitott, illetve a bazishoz viszonyitott elmozdulasa-
nak kiszamitasa. A modszer a zart vektorsokszogre épiil, melynek eredményekép-
pen felallithaték a kényszeregyenletek, amelyek megoldasait a keresett elmozdula-
sok jelentik.

A harmadik és negyedik fejezet felépitésében, stilusdban és szakmai iizenetében
a masodik fejezetet koveti. Ezekben a fejezetekben a mechanizmus eleme valasz-
tott pontjanak sebességét, illetve gyorsulasat szamitd egyenletrendszereket irja
fel a szerz6, toretlen tudomanyos pontossaggal. Meg kell jegyeznem, hogy hasonld
felépitésii és targyalasu, mechanizmusokrol sz6l6 kdnyvet nemigen tartottam ke-
zemben.

Az 6todik fejezet az el6z6 négy fejezetben ismertetett 6sszefiiggésekbdl épiti fel
a dinamikai kiegyensulyozas problémakoérét, valamint ennek megoldasat. A szerke-
zetet terhel6 tehetetlenségi er6k és nyomatékok vektorkett6sének részletes szami-
tasat a kiegyensulyozast biztosito tomegek elhelyezésének és méretének kiszamita-
sa koveti. Az elméletileg tokéletes, de a gyakorlatban nagyrészt megvaldsithatatlan
haromtengelyes kiegyensulyozas részletes matematikai lefrasa utdn a kéttengelyes,

10
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illetve az egytengelyes kiegyensulyozas matematikai modelljeit teljességében elem-
zi és tarja fel az altaldnos modell sajatos eseteként, és ezaltal nemcsak megerdsiti a
modell érvényességét, hanem egy magasabb szintli mérnoki gondolkodas alapko-
veit is ellilteti az Olvasé értékrendszerében.

A matematikai modellek altalanos esetekre vannak elkészitve - a legbonyolul-
tabb az erre felirt kényszeregyenlet-rendszer. Az egyes csuklok sajatos geometriaja
abban érvényesiil, hogy az altalanosan felirt egyenletrendszer a csuklé tipusanak
fiiggvényében, az egyenletek kifejezésében mddosul, azaz egyszer(isodik. Az Olvasé
igy kdnnyebben tudja érzékelni a felvezetett altalanos modellek erejét, ugyanakkor,
az egyes sajatositasok kapcsan a targyalt csukl6 altal 1étrehozott kényszerek kine-
matikai és dinamikai jellegét.

Meggy6z6désem, hogy - bar nem egyszer( és konnyli munkara vallalkozik az
Olvaso, ha a jelen kdnyvben feltart eszméket és elméletet prébalja elsajatitani - a
gépszerkeszték és gyakorlé mérnokok az idaig ismert leghatékonyabb fegyver bir-
tokosai lesznek, amivel biztos megoldast talalnak a gépstruktiradk megalkotasanak
miiszaki konfliktusokkal igen-igen terhes vilagaban.

Személyesen koszonetemet szeretném Kifejezni dr. Papp Istvan okleveles gépész-
mérnok tanartarsamnak, és baratomnak, hogy ezt a hatalmas munkat elvégezte,
mialtal nem csak az erdélyi magyar vagy egyetemes magyar tudomanyossagot gaz-
dagitja és egyetemiink j6 hirnevét dregbiti, hanem az egyetemes miiszaki tudas em-
ber és természet kapcsolatat megértetd hidjanak miiszaki savjdhoz nélkiilozhetet-
len fontossagu pillért tAmasztott - a ra jellemzd szerénységgel és tudassal.

Marosvdsdrhely, 2019. szeptember 24.

Madté Mdrton
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1. ALKALMAZOTT MATRIXSZAMITAS

1.1. Két ortogonalis koordinata-rendszer transzformacidja.

Tekintsiik az (1)-gyel jelolt O,x,y,z, rogzitett és a (2)-vel jelolt O,x,y,z, mozgd

koordinata-rendszert, valamint egy M pontot a térben, ahogy az 1.1. dbran lathato6.

Y

v

X,

1.1. dbra. Az dll6 és a mozgo koordindta-rendszer kélcsénds helyzete

Az M pont (2)-beli O,M, valamint az 0, pont 0,0, helyvektorai k6zott az alabbi
Osszefiiggés irhato fel:
01M = 0102 + 02M (1.1]

A két koordinata-rendszer iy, j;,Kq, illetve iy, j,, K, bazis-egységvektoraival
kifejezve az (1.1) egyenlet O;M és O,M vektorait, a kovetkezd Kkifejezéseket
kapjuk:

OlM = X1i1 + Yljl + Zlkl
(1.2)
02M = X2i2 + Yziz + szz

Az 1.2. vektoregyenletekben X, Y, Z, az M pont koordinatdi az (1)-es

koordinata-rendszerben, az X,, Y,, Z, pedig a (2)-es koordinata-rendszerben.
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1. ALKALMAZOTT MATRIXSZAMITAS

Az 0,0, helyvektor az (1) rendszerhez viszonyitott koordinatait X,, Y, Z -val

jeloltiik, igy felirhato, hogy:
0102 = X0i1 + Y0i1 + Zok1 (13)

Szorozzuk be az (1.2) és (1.3) vektoregyenletek jobb oldalat skaldrisan az i;
egységvektorral, és vegyiikk figyelembe, hogy: i;-i; =j;-j;=k; -k =1,
valaminti; - j; =j; -k =k; -i; =0.

A miiveleteket nem részletezve, az (1.1) egyenletbe valdé behelyettesités utan
kovetkezik:

X1 =(iy - ip)X, + (1 - j2)Y2 + (i1 - Kp)Z, + X, (1.4)

Hasonléképpen, ha az (1.1) egyenletet a j; és k; egységvektorokkal is
beszorozzuk, az alabbi kifejezéseket kapjuk:

Y1 =01-i)X + (1 i)Y + (1 K2)Z, + Y

(15)
Zy = (ky - )X, + (K j)Yo + (Ky - Kp)Z; + Z

A (1.4) és az (1.5) Osszefiiggések matrixos alakban is kifejezheték, egy 4x4-es
homogén matrix segitségével:

X1 :11 i i1+ Ii-ky i Xo][X2
Vil_ iz Jivdz Ji-ke 1 Y[ Y2 (1.6)
A ki Kycjp KoKy | Zg| |22
1 o 0 o T1lL1

A bekeretezett T, forgatomatrix az altalanos transzformacio-egyenletben a két
rendszer egymashoz viszonyitott elfordulasat jellemzi.

Figyelembe véve, hogy két egységvektor skalaris szorzata egyenld a két vektor
kozott bezart szog koszinuszaval, az (1.6) forgatématrixot Kifejezhetjiik az
elfordulast meghatarozé irdnytényezdk segitségével is:

cosa; cospPB, cosy;

T, = |cosa, cosB, cosy; (1.7)
cosas cosf; COSYs

A Kkoszinusz fliggvények alatti ay,a,, as, By, f2,3Y1,V2, Y3 Szogeket a két
koordinata-rendszer bazisvektorai hatarozzak meg. Ezt az aldbbi tablazatbdl
olvashatjuk Kki:
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1. ALKALMAZOTT MATRIXSZAMITAS

ih | I |k
i o | B | n
il | B
K| | Bs|7s (1.8)

A (2)-es rendszernek az (1)-es rendszerhez viszonyitott térbeli elfordulasa
hadrom irdnyitott tengely mentén végbemend, egymast koévetd forgatas
Osszetevljeként is kezelhet6. Mivel csak a forgatds sajatossdgait vizsgaljuk,
feltételezziik, hogy a két origd egybeesik.

A harom forgatas bemutatasahoz bevezetjiik a (2')-vel jelélt 0;xy z', valamint a
(2")-vel jelslt 0;x"y"z" segéd koordinata-rendszereket, ahogy az az 1.2. dbran
lathato.

Kezdetben a két rendszer egybeesik. A mozgé, (2)-es rendszer el6széraz x; = x’
tengely koriil a szoggel fordul el és a (2’) helyzetbe keriil. Ezt kovetéenazy =y~
tengely koriil B szoggel fordul el és a (2”) helyzetbe keriil. Végiil a z, = z” tengely
korili y szogl elfordulassal kertiil az el6irt (2)-es helyzetbe.

Az M pont r helyvektoranak koordinatdit a felsorolt négy koordinata-
rendszerben a kovetkez6 oszlopmatrixok segitségével fejezziik ki:

Xy X' X" X2
ri=hr=Yr=|Y|ir,=|h (1.9)
Zl ZI ZII ZZ
' z
7=z, z s
Y
i Y y
o
0, > Y,
a
B
Y
X, =X
X X,

1.2. abra. A hdrom tengely kértili forgatds
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1. ALKALMAZOTT MATRIXSZAMITAS

Az 1.3, 1.4. és 1.5. abra a (2)-es koordinata-rendszerrdl az (1)-es rendszerre
val6 attérést képez6 harom, egymast kovetd elfordulas geometriai 6sszefiiggéseit
mutatja be az egyes forgatasi sikokban, valamint az r vektor (1.9) képletekkel
felirt 0sszetevoit.

A mozgb rendszer elsé elforduldsa utin az O,x'y'z koordinata-rendszerre
tev6dik, mikézben y'y’ tengelye az 0,y,z, sikban fordul el, amig az y; helytall
tengellyel a szoget zar be (1.3. abra). Innen felirhatjuk, hogy:

X1 = X’

Y=Y cosa—Z'sina

Zy=Y'sina+Z cosa (1.10)
2 . Xz
M
Ml e
- v
Y A
)
h (03
>y
“ 0, X, !
(0]
X, =X
1.3. dbra

A masodik elfordulds az y’ tengely koriil torténik, aminek kovetkeztében az
0,x 'z’ sikban elfordul6 z’ tengely a végs6 z" = z, helyzetbe keriil, és az indulasi
helyzetével  szoget zar be (1.4. dbra). Ennek a forgatdsnak az aldbbi képletek
felelnek meg:

X' =X"cosB+Z"sinf
Y =Y"
Z'=—-X"sinB+Z"cosf

(1.11)
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~. M —> Y,

X, =X X'

1.4. abra

A harmadik forgatas az 0,x"y" sikban torténik a ra meréleges z* = z, tengely
koriil. Az elfordulas utén az x” tengely végleges helyzete x,-tel van jelélve. Kezdeti

helyzetéhez, azaz az x” tengelyhez viszonyitva y szoggel fordult el (1.5. abra).

X"=X,cosy —Y,siny

Y"=X,siny+Y,cosy (1.12)
Z” = Z2
f 21
z
Z' =z, I
y
Y, A
¥ Y2 T
y
\ v M
Y [T
o L -— ‘
> i\' X2
01 Y Yz ! \
P ;\ X
0, X "
p
Y
X, =X
S
XZ
1.5. dbra

Az (1.10), (1.11) és (1.12) egyenletek matrix alakban is kifejezhet6k:

EME
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1. ALKALMAZOTT MATRIXSZAMITAS

X 1 0 0 '

Tyr'=[Y1|=10 cosa -—sinallY’'|; (1.13)
A 0 sina cosa l1lLZ’
X' cosff 0 sinfrx’

Ty =y |=[ 0 1 0 ||y'[; (1.14)
7' —sinf 0 cosBllz"
X" cosy —siny 0][Xz

Ty 5, =|Y"|=|siny cosy Ol Y5, (1.15)
zZ 0 0 111z,

vagy tomoren

1‘1 == Tl'zlr,, I" = T2"2”r", I‘" = T2”2r2 (1.16)

Ezzel az 0,x,y,z, mozgd rendszer helyzetét az allo6 0,x,y;z; koordinata-
rendszerben a kovetkezd forgatomatrix adja meg:

rp =Ty =Ty 3Ty Ty o (1.17)

A szorzasok elvégzése utan, az (1.13), (1.14), valamint (1.15) egyenletek
figyelembevételével, a forgatdmatrix részletes alakjat kapjuk:

T, =
cos 3 cosy —cosfsiny sin 8
sinasinf cosy + cosasiny —sinasinfsiny +cosacosy —sinacosf
—cosasinfB cosy +sinasiny cosasinfsiny + sina cosy cosacosf
(1.18)

Ismerjlik fel, hogy a (1.18) matrix ortogonalis, tehat a T; ; inverz matrixa egyben
a T, transzponaltja, amit T,;-gyel jelolink. Az 1.17. egyenlet levezetéséhez
hasonlé médon irhatjuk fel, hogy

Tp1 =Ty TypToy =Ty = T Ty 0Ty, (1.19)
ami kifejtett alakban a kovetkezd:
T, =

cosff cosy
—cosfsiny
sinf

sina sin B cosy + cosa siny
—sinasinfsiny + cosa cosy
—sina cosf

—cosasinf cosy + sinasiny
cosasinfsiny + sina cosy
cosacosf

(1.20)
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A vizsgalt, a mozgd rendszerrel mereven kapcsolt merev test kis amplitidéju
lengéseinek esetén az ¢, f y szogek annyira kis értékiiek lesznek, hogy az (1.18)
forgatomatrix elemeire érvényes lesz az alabbi megkdozelités:

cosa =cosff =cosy =1

sina =a, sinf =g, siny=y (1.21)

A vizsgalt test adott pontjanak két Kkiilonboz6é helyzetének megfelel6
pontkoordinatakra érvényes az aladbbi egyenlet:

Xy (€9) Xy )
Y2 =T, )’2] (1.22)
) )

A T,, matrix elemeiben, a szogek igen kis értékei miatt, a szinuszszorzatokat

zérusnak, a koszinuszszorzatokat pedig 1-nek tekintjiik. Ezekkel a feltételekkel az
(1.18) forgatomatrix a kovetkezd alakra egyszertisodik:

1 -y B
Ty, = [ y 1 —al (1.23)
- « 1

kilengés

1.6. abra
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1. ALKALMAZOTT MATRIXSZAMITAS

A (2)-es rendszerhez rogzitett M pont kezdetben az M; ponttal egybeesik, a
kilendités utani helyzete pedig M,-vel jelolt. Az (1) rogzitett koordinata-
rendszerhez viszonyitott koordinatai, kis szogelforduldsok esetén, a kovetkezdk:

Xy (€9) 1 -y B 112 )
J/zl = [ 14 1 —al [)&l (1.24)

Z2 - «a 11122

A miveletek elvégzése és a tagok megfeleld csoportositdsa utdn az (1.24)
kifejezésbol felirhatd a test nyugalmi helyzetéhez viszonyitott kimozdulasa, azaz:

X1 x1@ =YV + 2,8
V2 — |2 =| xy — 2z
Zy Zy

=X + ya

(1.25)

Az (1.25) Osszefiiggés az M pontnak megfelel6 0, = 0, 0, = 0, origd korili
szogelfordulas okozta kis kilengés vetiileteit adja.
Az M pont kilengésének koordinatait x,,, y,, z,-vel jelolve, felirhato:

Xp (€] Xo (€] Xy (2) —yo) + Zzﬁ
Yp =|Y2 —|y2 =| xy — 2, (1.26)
Zp Z; Zy —x,8 + y,a

Ha azt is feltételezziik, hogy a két koordinata-rendszer orig6ja valamilyen okbdl
kifoly6lag egymdashoz viszonyitva elmozdul, tehat 0, # 0,, akkor az M pont
rogzitett rendszerhez viszonyitott elmozduldsa a két elmozdulas vektorialis
Osszegével lesz egyenl6. A mozgbd koordinata-rendszer origdjanak (1)-es beli
koordinatait jelolje

X
0, = [y] (1.27)
A

A vizsgalt M pont teljes elmozdulasa ezzel az

1M x —Y2¥ + z3P
| = [Y] + | X2y — 22 (1.28)
Zp zd  1=xB + ya

alakra hozhat6, vagy masképp:
Xp1 D 1x = yoy + 2,8
Yp = |yt Xy — 2 (1.29)
Zp z— X8 + Y
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1.2. Az w; szogsebesség és az &; széggyorsulas alkotdinak szamitasa az
J1-edik tag Oixiyizi kozponti tehetetlenségi fotengelyeivel egybeesd
koordinata-rendszerhez viszonyitva

Feltételezziik, hogy ismerjiik az a,f és y forgasszogeket, valamint ezek id6
szerinti els6- és masodrend(i derivaltjait, amelyeket ¢, ,8 y, illetve &, ﬁ, y jelol. Ezek
segitségével szamitjuk ki a mozgd koordinata-rendszerrel mereven kapcsolt test
Wy2, Wyp, Wyp SZOZSEDESSEG- €5 €47, €y, €57 SZOEyOTSulas-vektorok koordinatait, a
mozg6 koordinata-rendszerhez viszonyitva. Az 1.2. dbra szerint a mozg6 rendszer
tartozo tartéegyenesei

tengelyeinek forgatasaihoz szogsebességvektorok

egybeesnek az 0X,, Oy, és az Oz," tengelyekkel, tehat felirhatd, hogy

o 0 0
a® = [Ol; B(Z') = [ﬁl' 7(2") = [0]
0 0 Y

Ahhoz, hogy felirjuk a mozgé tengelyek koriili elfordulasok derivaltjainak a (2)-
a T,, Ty, és a T,

(1.30)

es koordinata-rendszerhez viszonyitott alkotoit,

forgatomatrixokat alkalmazzuk. A (2)-es rendszer szerinti dsszetevok kifejezései a
kovetkezdk:
a® =T, a®
B(Z) = T22"T2"2rB(2’)
Y& = Ty (1.31)

A miiveletek elvégzése utan az (1.30) szogsebesség-vektorok oszlopmatrixai a
kovetkez6 alakot oltik:

[, | @ g cos B cosy

@,y = —dcosﬁsinyl (1.32)
A asinf

rs 1@

,B.x [ siny

By =|B cosy (1.33)
6. ] 0

.12

Vx @ cosy siny 0][0 0

Yy| =|-siny cosy 0f[0|=[0 (1.34)
a 0 o ulyl Ly
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1. ALKALMAZOTT MATRIXSZAMITAS

A rogzitett 0X,Y,Z, rendszer origéjaba helyezett koriil w szogsebességgel forgo

test sebességvektora a tengelyek Kkorili forgatasok kovetkeztében létrejovo
pillanatnyi szogsebesség-vektorok oOsszege. Ennélfogva a szdgsebesség-vektor
koordinatai a testtel egyiitt mozg6 0,x,y,z, koordinata-rendszerben az aldbbiak:

[w]® = @@+ [§]” + [11® (1.35)
A szamitasok elvégzése utan a kovetkezd kifejezésekre jutunk:

Wy = G cosf cosy + fsiny

Wy, = —acosPBsiny + B cosy

Wy =asinf +y (1.36)

Az (1.36) képleteket matrix alakban is ki lehet fejezni:

Wy = |-cosBsiny cosy O||p (1.37)

B
Wz2 sin B 0 1

wle(z) [cosﬁcosy siny Ol [dl
Y

Az (1.37) matrixegyenletet id6 szerint derivalva szamitjuk ki a
szoggyorsulasvektor koordinatait, a testtel egyiitt mozgd O:x:2y.z; Koordinata-
rendszerben (1.7. dbra).

1.7. abra
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Kapjuk, hogy
Ex71@ —Bsinfcosy —ycosBsiny ysiny 0 a
[fyzl =| Bsinfsiny —ycosf cosy —)'/ cosy O||B|+
€z2 Bsinp oy

+|—cosfsiny cosy 0
sin 8

(1.38)

[ cosffcosy siny OHl

1.3. Koordinata-transzformacio, Euler-szégek

A szilard test helytdllé pont koriili forgdsanak tanulmanyozasahoz képzeljiink el
egy allé 0,x,y,2, koordinata-rendszert és egy szilard testhez rogzitett 0,x,y,z,
koordinata-rendszert, amely a testtel egyiitt az 0; = 0, pont koriil forgémozgast
végez (1.8. abra).

1.8. abra

Kezdetben a két rendszer egymasra tevddik. A testtel egyiitt mozgo 0,x,y,2,
rendszer el8szor az 0,z; = 0,2z, tengely koril ¢ precesszios szoggel fordul el.
A mozg6 rendszer elsd elforduldsa utdni helyzetét O0,x,7y,z, koordinata-
rendszerrel jeloltik. A mozg6 rendszer 0,x, tengelye az 0,x;y; sikban mozdul

el, és az 0,x; 4ll6 tengellyel a ¢ precessziés szoget zarja be (1.9. abra).
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Z,=z'
i
N .
/’Y
)y =
= Y]_
0 T Y,
7 L v
X[ \x A\
” v
b S
Xr Xl. | X
a b
1.9. abra

A masodik elfordulas az 0,x, tengely koril torténik, amely utan az 0,7y, z,
sikban elfordulé 0, z,tengely végsé helyzete 0, z,” = 0,z,-vel van jelélve. Ez a
kezdeti helyzetnek megfelel6 0,z, tengellyel a 6 ugynevezett nutacios szoget

zarja be (1.10. dbra).

EME

1.10. abra
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A harmadik forgatas az 0, x,"y," sikra meréleges 0, z,” = 0,z, koril torténik,
amelynek kovetkezményeképpen az 0, x,tengely a végleges O,x, helyzetbe
Keriil. Az elfordulas mértékét a ¢ szog adja meg (1.11. abra).

Zl Y2
=z" "
Z 0 i ¢
&
Y Y,
", h\f} 5 = Yg "
d | X 02 - Y
. Vo
X[\ \|
3 W Yy o
X
i X,
X x"
a b
1.11. abra

A harom kiilonbo6z6 tengely koriil elforgatott rendszer i, 8, ¢ Euler-szogeivel
egyértelmiien meghatdrozhat6 egy helytalldé pont koril mozgdé koordinata-
rendszer helyzete a térben, azaz egy rogzitett koordinata-rendszerben.

Az 0,z; = 0,2z, tengely koriili, elsé elfordulasnak megfelelé forgatomatrix a

kovetkezd:
X1 cosyp —siny 0
T, = [)’1] = [sint/) cosd) l [ l (1.39)
Z 0

Az 0,x, koril torténé masodik elfordulasra az 1.10. abra alapjan irhato¢ fel a

megfeleld forgatomatrix, mellyel az 0,x,'y, z,” rendszert hozzuk az 0,x,"y,z,

1
[0 —sin 9]
0 cosf

helyzetbe:

xl
Ty =y
ZI

cos @
sin @

(1.40)
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A harmadik 0,2z, = 0,z, tengely Kkoriili forgatasnak pedig felirhaté az
0,x,y,"z,” rendszert az 0,x,Y,z, helyzetbe illeszt6 (1.41) forgatomatrix:

X3 cosg —sing 0] [*2
Ty, = |y | =|sing cosgp 0O -[YZl, (1.41)
z; 0 0 11 1z

A harom egymas utani forgatisnak megfelel6 forgatématrix, amely megadja az
0,x,Yy,7, mozg6 rendszer helyzetét az all6 0,x,y;z; koordindta-rendszerben, a
kovetkezbképpen fejezhetd ki:

T1‘2 = T1‘2’ . T2!2" . TZ“,Z (142)

A miveletek elvégzése utan és az (1.39), (1.40), valamint az (1.41) egyenletek
figyelembevételével kapjuk, hogy:

T, =
cospcosgp —sinypcosfsingg —cosysing —sinycosfcos¢p sinysinb
siny cos¢ + cospcosfsing —sinypsing + cosypcosfcos¢p —cosysinb
sin 6 sin ¢ sin 6 cos ¢ cosf
(1.43)

Ismerve, hogy az (1.43) matrix ortogonalis, a T; , inverz matrixa a T, ; matrix,
amely egyenld a Ty , transzponaltjaval, vagyis:

Toy = ToprTyryTyry = Tyy' = Ty, Tyrgn Ty (1.44)
T =
cos Y; cos ¢; — siny; cos B; sin g; siny; cos @; + cosp; cosB;sing;  sinh; sing;
—cos; sin @; — siny; cos B; cos ¢; —siny; sin @; + cosP; cos B; cos ¢; sin O; cos @;
siny; sin 6; — cosy; sin 6; cos 0;
(1.45)

1.3.1. Az w; szogsebesség és az g; szoggyorsulas-vektorkoordinatak
szamitasa az ,i"-edik tag Oixjyizi tehetetlenségi féiranyaihoz
viszonyitva.

Ahhoz, hogy a mechanizmusokban fellépd tehetetlenségi erdket és ezek
nyomatékait ki tudjuk szdmitani egy rogzitett rendszerhez viszonyitva, el6z6leg
sziikséges ezeket a tagok tehetetlenségi féiranyaira épitett koordinata-
rendszerben kiszamitani.
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Ha ismerjik a mechanizmust alkoté6 tagok tehetetlenségi f6iranyok
rendszerének (;, 0;, ¢;) Euler-szogeit egy rogzitett koordinata-rendszerben, és
ezeknek elsé- és masodrend( derivaltjait, azaz a ;, 8;, @;, valamint a ;, 6;, ¢;
értékeket, akkor az (1.46) és (1.47) egyenletekkel meghatarozhaték az
Wy, Wy, W, szOgsebességek és az ¢, ¢, &, szoggyorsulasok alkotdi a kozponti
tehetetlenségi f6tengelyek altal alkotott koordinata-rendszerekhez viszonyitva.

Jelen esetben a testhez régzitett 0;x?y?z? koordinata-rendszer egybeesik a
kozponti tehetetlenségi fétengelyek altal alkotott koordinata-rendszerrel, ami a
mechanizmusok dinamikai vizsgalata esetén nagyon lényeges szempont.

A térbeli vagy stkmozgast végzé merev testnek pillanatnyi szogsebesség-vektora
egy all6 koordinata-rendszerben ugyanaz, fiiggetlentl attél, hogy az Euler-szégek
derivaltjaival vagy a térben mozgé testhez rogzitett koordinata-rendszerhez
viszonyitott 6sszetevikkel fejezziik ki, azaz:

Az 1.12. dbra szerint az ,i” sorszadmu tag az 0; sulypontjan athaladé pillanatnyi
forgastengely koriil w; pillanatnyi szogsebességli elemi elfordulast végez. Ezaltal a
test kozponti tehetetlenségi fétengelyei az 0;x!yiz! helyzetbdl az 0,x?y?z?
helyzetbe keriilnek.

A mozgd test egy 4all6 koordindta-rendszerhez viszonyitott pillanatnyi
szogsebességének modulusza barmely koordinata-rendszerben ugyanaz, csak

0sszetev0i valtoznak. Ennek alapjan felirhatjuk, hogy:

® = [:]@ = [i]? +[6:1? + [0.]@
Tz - [0i]® = [0]@ = [§]™ +[6:;] + [¢] (1.47)
Az 1.12. abra szerint az Euler-szogek derivaltjainak tartéegyenesei

megegyeznek az 0;z}, 0;x? = o0;x? illetve az 0;z7 tengelyekkel. A kévetkez6kben
sorra Kifejezzilik az Euler-szogek vektorizalt derivaltjait:

0
[ = [Ql (1.48)
Y
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néduszvonal

1.12. abra

Koordinatatranszformaciét alkalmazunk az (1)-bél a (2)-be:
b = Tor” (1.49)
A miiveletek elvégzése utan kapjuk, hogy:

P; sin 6; sin ¢;
W® = [ 4;sin6; cos g, (1.50)
); cos B;

A 6; nutaci6s szogsebesség tartéegyenese az 0;x” tengely, tehat dsszetevéi az

0;x? y? z? rendszerben a kovetkezdk:

. 0;
6] = H (1.51)
0
A
(6,7 = Tppr - [6,]” (1.52)
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képlettel irjuk at a (2)-es rendszerbe, ahol a T,,» forgatématrix a ¢;
forgatdszoggel valé elfordulasnak felel meg, vagyis:
cosp; sing; 0

—sing; cosp; 0
0 0 1

T,y = (1.53)

A miiveleteket nem részletezve, az (1.52) és (1.53) egyenletekbdl kovetkezik,
hogy:

@) 91-'~ COS @;
(6] = |6, - sin g, (1.54)
0

Végiil a ¢; forgat6szog derivaltjanak tartéegyenese az 0;z? tengelyen van, tehat
Osszetevoi az (1.12. abra) alapjan a kovetkezok:
0
0
@i

[,]® = (1.55)

Az (1.50), (1.54) és az (1.55) egyenletek felhasznalasaval az (1.46) egyenlet a
kovetkezb6képpen alakul:

Wy;| = [v; -sin@; - cos @; — ; - sin @; (1.56)

a)xil(z) ;- sin@; - sing; + 6; - cos @;
Wz, P; - cos0; + ¢;

Az (1.56) képlet a térben mozgd test pillanatnyi szogsebesség-vektordanak
Osszetevoi és az Euler-szogek, illetve ezek derivaltjai kozott teremt 6sszefliggést.
Ennek szorzatos-matrixos alakjat egyszerii észrevétel alapjan azonnal felirhatjuk:

Wy, sinf; - cosg; —sing; 0f-]g, (1.57)

wxir) [sinei-sinq)i cosp; 071 [
w cos 6; 0 1 g

4]

Az (1.57) egyenletben a bal oldal (2)-es indexét atirtuk i-re. Az (1.57) id6
szerinti derivalasaval kapjuk a széggyorsulds-vektor dsszetevdit a tehetetlenségi
f6tengelyek rendszeréhez viszonyitva:

Ey;

&

=|—@; -sinf; -sing; + 6; - cos@; - cosp; —@; cosp; Of- 0; |+

[sxil(i) @;-sinf;-cos; +6;-cosB;-sing; —@;-sing; 0] [y,
—6; - sin 6; 0 ol Lo
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sin@; -sing; cose; 071 [y
+|sinf; - cosg; —sing; 0], (1.58)
cos 6; 0 ],

Amint a mechanikabdl tudjuk, a gyorsulasvektornak két dsszetevdje van: az
egyik a normalgyorsulas, amely a palya gorbiilete miatt jelenik meg, a masik pedig
a palyagyorsulas [28]. Az (1.58) egyenlet jobb oldalan levé Osszeg els6 tagja a
normalgyorsulds, a masodik pedig a palyagyorsulas.

1.4. A mechanizmusokban hat6 tehetetlenségi er6k és nyomatékok
redukalasa egy rogzitett koordinata-rendszerhez viszonyitva

Az i-edik tag tomegkozéppontjara szamitott tehetetlenség vektorkettGés a
tehetetlenségi eré6b6l és a tomegkdzéppontra szamitott tehetetlenségi
forgatonyomatékbol tevodik dssze ([53], 378. old., illetve [46], 287-288. old.).

A tehetetlenségi erd oszlopmatrixa

Xi xl
B [=-m; [yll (1.59)
V43 i
a tomegkozéppontra redukalt tehetetlenségi nyomaték pedig
M, = —)i& — &) w; (1.60)

Ha feltételezziik, hogy az ,i"-edik tag tomegkozéppontjdba helyezett Oxy.z
koordinata-rendszer tengelyei egybeesnek a tehetetlenségi féiranyokkal, akkor az
inercianyomaték-tenzor valamennyi centrifugalis nyomatéka zérus értékii lesz.
Ezaltal csak a tenzor féatléelemei lesznek nullatél kiilonbozok, jelolje ezeket
rendre /., /y,, /7,

Ebben az esetben az (1.60) matrixegyenlet kifejtett alakja a kovetkez6 lesz:

M,, @)
MO =My, | =
M,
J, 0 0 Ex; 0 —wy, Wy [y, O
=—10 ]yi 0 [Syil_ Wy, 0 —Wy; 0 ]yl [“’yl (1.61)
0 0 J,|léz —Wy, Wy 0 0 J

A rogzitett koordinata-rendszer O origéjara szamitott vektorkettds az F; erébol

és az Mpg; nyomatékbol all. Az 1.13. abran szemléltetjiik, hogy a
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nyomatékvektornak két Osszetevéje van: az egyik a tehetetlenségi
forgatonyomaték, mely erdparként értelmezhetd, és ezdltal a tér barmely
pontjaban invaridns, a masik pedig a tomegkdézéppontban haté tehetetlenségi
erévektor nyomatéka az O-ra:

MRi = Mi + Mti = Mi + I; X Fi (162)

1.13. abra

Az M, nyomaték 1.13. abran lathaté tengely vetiiletei a Kkovetkez6
Osszefiiggésekbdl hatdrozhatok meg:

r=xi+yj+zk (1.63)
i j k

Mti =TI X Fi =-m; [xl yl Zl (165]
Xi Vi Zi

ZijC"i - xl-Zi
XiVi — YiXi

(¢8) .. .
Mtxi YViZi — Z;y;
=-m; (1.66)

A tehetetlenségi O0ssznyomaték szamitasara az OXYZ rogzitett koordinata-
rendszerben figyelembe kell venniink, hogy a tehetetlenségi forgatényomatékot
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az ,i"-edik tag tehetetlenségi féiranyainak rendszerében szamitottuk ki, igy
transzformacioét kell alkalmaznunk:

Mg = ;MO + M, (1.67)

Az (1.66) egyenlet jobb oldalan taldlhaté T,, forgatomatrix az i-edik tag
sulypontjaba helyezett Oxy.z; kozponti tehetetlenségi fétengelyek iranytényezgit
tartalmazza az (1)-es, helytdlld taghoz, azaz a géptorzshoz rogzitett OXYZ
koordinata-rendszerhez viszonyitva.

Feltételezziik, hogy az O, pontra szamitott tehetetlenségi er6k vektorkettdse n
OsszetevObdl all (1.14. abra).

A mechanizmus 6sszes tagjara szamitott vektorkett6sok a rogzitett koordinata-
rendszerhez viszonyitva az (1.59) és az (1.67) képletek szerint 0sszegezhetdk.
Ezuton szamitjuk ki a rendszerben ébredd tehetetlenségi er6k és nyomatékok

eredoit:
Fr=YLF é M;=3}i, Mg, (1.68)
Ezek kifejtett alakja a kdvetkez6:
?:1 in -l{l=1 Min
Eg = Z?=1 Fyi és Mz = Z?=1MRyi (1-69]
?:1 in Zznzl MRzi
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1.5. Periodikus fiiggvények Fourier-sorban valé Kifejtése [26]

Tekintsiink egy T = 2nT = 2m periédusiu U = f(¢) periodikus fliggvényt, ahol U
barmely fizikai mennyiség lehet. Jelen tanulmanyban ez pozicid, sebesség,
gyorsulas, er6 vagy nyomaték, a ¢ valtozd pedig a mechanizmust miikodtetd
fétengely helyzetét meghataroz6 szog, azaz a tovabbiakban vezetéparaméter.

Ismert, hogy az f(¢) periodikus fiiggvény megkozelithetd a kovetkez6
trigonometrikus polinommal:

f(p)=Cyo+Xho1Arcosk o + X3, Brsink @, (1.70)

ahol C,, A, és By a trigonometrikus polinom Fourier-egyiitthatéi, amelyeket a
kovetkezb hatarozott integralokkal szamitanak Kki:

Co=5-J." F@)do;
Av=—]"f(p)coskpdp;

B ==["f(p)sinkpd g (1.71)

Figyelembe véve, hogy az f(¢) periodikus fliggvény altaldban a gépekben mozgd
alkatrészek pozicidit, sebességeit, gyorsulasait irja le, vagy az ezeket terheld
tehetetlenségi eré és nyomatékvektorok koordinataibdl tevédik 6ssze, javasolt a
fliiggvény numerikus modszerekkel valé integralasa.

Egy y = f(x) altalanos alakban felirt, az [xg,x,,,] intervallumon definialt
fiiggvény numerikus integraldsa a Simpson-képlet szerint a kovetkez6:

[ ydX =2 (Yo +4Y, + Yp) + 3 (Y + 4Ys + Y) + 5 Gz + gy + Vo)

Xo 3
(1.72)
A szamitasok elvégzése utan a képlet az alabbi médon strukturalhaté:
[ Y dX = 2[(Yo + Yom) + 401 + 20, (1.73)
ahol:
o =Y + V3t AYm g = X o (1.74)
0, =Y+ Yyt 4Yom_y = X2 Yot (1.75)

n = 2m a szakaszok, m pedig a paros szamu szakaszok szama
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Xom—X s , NP
h= % a felosztds mértéke, Yy V;,Ys,..., Yo, pedig a fiiggvény értékei az

XoX1,X2,..., Xom egyenkozii pontokban.

Y=f(x)
NN
Y3
Y1 h=(X2m-Xo)/ 2m Yo
h
— e
Yo Y2 Y4
L1 i
0 Xo X2 X4 Xom2 Xom
X2m-1
X1 X3

1.15. abra

Osszehasonlitva az altalanos integralasi képletet a trigonometrikus sorozattal, a
fenti esetekre felirhatok az aldbbi 6sszefiiggések:

X=q,

X,=0,

X,m = 2T,

h=ZI,

m
C,nak Y = f(¢), Ai-nak Y= f{@) cos kg és B,-nak pedig az Y = f{¢@) sin ko felel
meg.

Altalaban az U = f{¢) fiiggvény értékei tablazat formaban vannak megadva, azaz:

©

21m/m

(2m-2)m/m

(2m-1)m/m

21

@) | °

§)

2

Uzm-2

Uzm-1

U2m
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Kovetkezésképpen az A, integral kiszamitasahoz sziikséges értékekre felirhato:

Y,=U,,

01 = Y Ugipq cOS [k % 2i + 1)],

0y = M2 Uy, 5 COS [k%(Zi + 2)], (1.76)
a B, integral kiszamitasahoz pedig:

Y,=0,

Y, =0,

01 = XM  Uyipq sin [k % i + 1)],

0y = N Uniaa sin [k 2 (21 + 2)|, (1.77)

Bevezetjlik a kovetkez6 jeloléseket:

A = Cysinyy, Bp = Cpcosyy, (1.78)
ahol
Co=+AL+BE és tgy =55 (1.79)
k

Az (1.78) kifejezések behelyettesitése utan az (1.70) Osszefiiggés a kovetkez6
alakban {rhaté:

f(@) = Co + Xj=1 Ciesin(k¢p +yy) (1.80)
A Cy sin( ko + y;) kifejezést a Fourier-sor k-ad rendii harmonikusanak nevezik.
igy példaul a C; sin( @ + ;) az elsérendd, vagyis az alap-, C, sin( 2¢ + y,) pedig a
Fourier-sor masodrendii harmonikusa. Ezt a kifejezést ugy kell értelmezni, mint a
Cy vektornak, amelynek modulusza C,, a fiiggéleges tengelyre val6 vetiiletét,

amely @=0 origénak megfeleléen y, trigonometriai iranyu fazisszoget zar be a

vizszintes tengellyel.
Természetesen feltevddik a kérdés, hogy mi lesz a C,, értékével? A C, egy olyan

allandd, amely az adott fiiggvény aszimmetridjat fejezi ki. Ez az érték a
kozépvonalat abrazolja, vagyis a vizszintes tengellyel parhuzamos tengely
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helyzetét adja meg. A C, értéke altaldban nagyon Kkicsi, ezt a gyakorlati

tapasztalatok is igazoljak. Emiatt a mérnoki gyakorlatban zérusnak tekintik, igy
nem veszik figyelembe. A gyakorlati jelent6ség hidnya miatt nem targyalja a
szakirodalom, de figyelembe véve az (1.76) és (1.77) képleteket, felirhato, hogy:

010 = Zﬁ?}l Uzit1 020 = Zz@?)z Uziv2 (1.81)

Az (1.71) és (1.73) egyenl6ségek figyelembevételével felirhatd, hogy:

Co =52 [(Yo + Yam) + 4030 + 2050], ami az (176) és (1.81) képletek
bevezetésével a kovetkez6 alakot kapja:

1 - -
Co = o= [(Uo + Upm) + 4 TG  Uniys + 2 5% Unisz].

A trigonometrikus fiiggvények esetében fennall, hogy

Up=U,,, (1.82)
aminek figyelembevételével az (1.82) kifejezés tovabb egyszertisodik:

Co = ﬁ [Uo + 2375 Ugig + X157 U2i+2]' (1.83)

Ugyanezt a logikat kovetve felirhatjuk az A4, és B, szamitasi képleteit:

Ax =~ f;fjm YdX = = [(Yo + Yom) + 401 + 205 (1.84)
a (1.76) és (1.82) képlet figyelembevételével felirhaté:

A = = [(Yo + Yom) + 40y + 205] = ——[2Y, + 403 + 203] (1.85)
azaz:

Ap = o= [2Uy + 40y + 203] (1.86)

Ay =

1 _ . _ )
=_— [ZUO + 4 Y"1 Uyiyq cOS [k%(ZL + 1)] + 2 Y2 Uyjy COS [k%(ZL + 2)”
(1.87)

Amennyiben tizfokos intervallumokra valé felbontast alkalmazunk, k=1 és
2m = 36, az els6 harmonikus pedig a kovetkez6:
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A_1
17 54

17 - 16 -
20, + 42 Uiy COS [E (2i + 1)] + ZZ Uiy COS [E (2i + 2)]
: L

=0 L

(1.88)

A B, kiszamitasat az (1.77) kifejezések szerint végezzilk,

By

_ 1
3m

[4 Y10, sin [k Z (2 + 1)] + 232Uy, sin [k Z (2 + 2)]].

A gyakorlatban a harmonikusok koziil csak az els6 Kkett6t hasznaljak.

Hasonléképpen meghatarozhaté a B, is:

1 1 ;7 . -
By = = [4 33 Uppyy sin |2 (20 + D] + 288 Ugip sin [Z 20+ 2)|| (189

1.6. Jelolések
Xeir Yei Zai

o, B, vy Wy 00

* * *
o, Bi, Vi
Q1) A24) -+ V34

0 .0 0
A1jy A -+ V35

blliv bZlil b31i

b13iv b23il b33i

Xij» Yijr Zij

az ,i"-edik tag tomegkozéppontjanak koordinatai a rogzitett
OXYZ rendszerben;

; @ Gix;yjz; kozponti tehetetlenségi f6tengelyek forgasszogei a

rogzitett OXYZ rendszerhez viszonyitva;

az OiX{Y;'Z{ segédrendszer forgasszogei a rogzitett OXYZ
rendszerhez viszonyitva;

a Gjx;y;z; kozponti tehetetlenségi fétengelyeknek a rogzitett
OXYZ rendszer tengelyeivel alkotott iranytényezo6i;

a segédrendszer tengelyeinek a  koézponti  GiX;y;z;
tehetetlenségi  f6tengelyek  rendszeréhez  viszonyitott
iranytényezdi;

az OiX{Y;'Z{ segédrendszer O; X} tengelyének a rogzitett OXYZ
rendszer tengelyeivel alkotott iranytényezdi;

az OiX{Y;'Z{ segédrendszer O;Z{ tengelyének a rogzitett OXYZ

rendszer tengelyeivel alkotott iranytényezdi;

az O{X{Y{'Z; és az O;XjY;Z; segédrendszerek orig6i kozott
mért tavolsdg, az egymas meghosszabbitidsaban elhelyezkedd
tengelyek iranyaban;

az ,i” taghoz tartozé O;X{Y; Z{ rendszer origdjanak koordinatai
a Kkozponti G;x;y;z; tehetetlenségi f6tengely-koordinata-
rendszerben;
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a,d az  OjXjY{Z; segédrendszer origjanak az O;X{Y{'Z{
rendszerhez viszonyitott relativ sebessége és gyorsulasa;
Qi Qs e Va0 Oy Oy e Vg a G;x;y;z; kozponti tehetetlenségi fé6tengelyeknek

a rogzitett OXYZ rendszer tengelyeivel alkotott
iranytényezdinek els6- és masodrendi derivaltjai;

Gx1, Gy, Py az x, y, z tengelyekre, (1)-es és (2)-es sikokban elhelyezett

Fya, Pz, Fyn, Fya, o

Ql! Rl; QZI Rz
S, T, S, T,
u,v,U0,V,

Ay By,..,A,,B,

Apr' BpXO' R BpZO

A,y B B

px» Bpxs - +» Bpz

38

kiegyenstlyozd tomegek fazisszogei;

F,1,F,, az X, y, z tengelyekre helyezett kiegyensulyozé tomegek
altal kifejtett centrifugalis erdk, az (1)-es és (2)-es sikoknak
megfelel6en;

az Fyq,Fy, kiegyensilyozé erdk alkotdi, amelyek OY és OZ
tengelyek iranyaban hatnak;

az Fy,Fy, kiegyensulyoz6 erdk alkotdi, amelyek OX és OZ
tengelyek iranyaban hatnak;

az F,;,F,, kiegyensilyoz6 er6k alkotéi, amelyek OX és OY
tengelyek iranyaban hatnak;

a gép rezgését okozd tehetetlenégi er6k nyomatékai, a
kiegyenstlyozd erdk, valamint ezek nyomatékainak terhelését
elvisel6 gép sulypontjanak elmozduldsat kozelité Fourier-sor
elsé harmonikusanak egyiitthatoi;

a kiegyensilyozatlan gépen valasztott p pont elmozduldsat
kozelit6é Fourier-sor els6 harmonikusanak egyiitthatoi;

a kiegyensulyozott gépen valasztott p pont elmozduldsat

kozelit6é Fourier-sor els6 harmonikusanak egytitthatoi.

EME



2. AKINEMATIKAI PAROK KENYSZEREGYENLETEI

2.1. Alapelvek

Egy test helyzetét a térben hat altaldnositott koordinata hatdrozza meg. Legyen
ezek koziil harom az i-edik test tomegkozéppontjanak Xg;, Ys;, Z;; koordinatai, a
masik harom pedig a kozponti tehetetlenségi fotengelyek a;, B;, v; szogei, egy tet-
szés szerint felvett 0XYZ rogzitett koordinata-rendszerhez viszonyitva gy, ahogy
azt az 1.1. alfejezetben értelmeztiik és az 1.5. abran feltiintettiik. A 2.1. abran két,
az i-edik és a j-edik test van feltlintetve. Magatol érthetd, hogy az utébbinak hely-
zetétaz X, Y5, Zgj, illetve az aj, Bj, Y altalanositott koordinatak hatarozzak meg.

A csomépontok méddszerének — amit a kovetkez6kben részletesen targyalunk -
lényege a kinematikai part alkoté két test, darabonként hat altalanos koordinata-
janak meghatarozasa, figyelembe véve a kinematikai elemek 4ltal bevitt kénysze-
reket, valamint a kényszerek felirdsdhoz sziikséges egyenletek, a kényszeregyen-
letek meghatarozasa. Ha ezt az elvet a mechanizmus 0sszes tagjara Kiterjesztjik, a
kinematikai parok kényszeregyenleteib6l nemlinedris egyenletrendszert kapunk.

Ebben a kérdésben a megoldandd alapvetd probléma a kiilonb6zd osztalyt
csuklok altal bevitt kényszerek analitikus felirdsa. A kényszeregyenletek szdma a
csuklé fajtajatdl fiigg. A tovabbiakban csak alsérendd kinematikai parokkal foglal-
kozunk.

Legyen a 2.1. 4bra szerinti ,i” és ,j” egy térbeli mechanizmus hengeres, forgo,
csuszka-, gomb-, egyetemes vagy menetes csukloval kapcsolt két tagja.

Tekintstik a tagokhoz tartozo A; és A; egyeneseket. Kezdetben a A; és Aj egyene-
sek egybeesnek. A hengeres csukl6 esetében a kinematikai par elemei két fiigget-
len mozgast végezhetnek egymashoz viszonyitva, egy A; = A; koriili forgdbmozgast,
valamint egy, a tengelyek iranyat kovet6 cstiszdmozgast. Belathatd, hogy ebben az
esetben a hengeres csuklé kényszereinek szama négy.

A forgo, illetve a csisz6 csuklok esetében csak egy fiiggetlen mozgas marad, és-
pedig a forgé-, illetve a haladé mozgas, tehat a kényszerek szama 6tre emelkedik.

A gombcsuklé esetében a két elem egymashoz viszonyitott eltolasa akadalyo-
zott, a forgasok nem. Vegyiik észre, hogy ebben az esetben a A; és A; egyenesek

altaldban a gomb kozéppontjadban metszik egymast. A tagok szabad forgasai e
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pont koriil tehet6k meg. Ebbdl kovetkezik, hogy a gombcsukld kényszereinek

szama harom.

A menetes csukld esetében is 1étezik egy forgé- és egy haladé mozgas, de ezek
nem fiiggetlenek. igy ebben az esetben is a kényszerek szama 6t.

Az egyetemes vagy csapos gombcsukl6 esetében a A; és A; tengelyek egymasra
merdélegesek maradnak és ezaltal kardankeresztet hoznak létre, a metszéspontjuk
pedig a kinematikai par kozos pontja. A A; és A; egyenesek koriil lehetséges

két, egymastol fliggetlen forgdmozgas, tehat a kardankereszt negyedosz-

talyu kinematikai par.

A fentebb elemzett kinematikai parokat a 2.1. tdblazatban foglaltuk 6ssze, ahol a

kizdrt, illetve meghagyott mozgdsok szdmdt is feltiintettiik.

2.1. tablazat

Osz- , o, L, Megha-
, Tipus Szimbo6lum Kizart
taly gyott
L henger alaku S 4 5
csukld ~
2 forg6 csukld 3 { 5 1
=
3 csuszka _{% 5 1
4 gémbcsukld \C\: 3 3
5 egyetemes csuklo \@ 4 2
(A
6 menetes csuklo 5 1

;

Levonhat6 a kovetkeztetés, miszerint a kinematikai paroknak vagy egyetlen jel-
lemzd kozos tengelye (1, 2, 3, 6), vagy pedig egyetlen jellemz6 kozos pontja (4, 5)

van.

A statikai meghatdrozottsag feltételének csak tigy lehet eleget tenni, ha a kény-

szeregyenletek szdma egyenl6 a kizart mozgasok szamaval.
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A 2.1. dbran lathaté ,i” és ,j” jelolésli testek az el6bbiekben bemutatott kinema-
tikai parok egyikével vannak 6sszekapcsolva, igy ennek alapjan levezethet§ az
als6 osztalyu kinematikai parok osszes esete. A két kdzponti tehetetlenségi féten-
gelyrendszert a hat-hat altalanos koordinataval egy rogzitett OXYZ rendszerhez
viszonyitjuk. Itt az Rei(Xei, Yei,Zai) €s Rej(Xgj,Yaj,Zg) a két test stulypontjdnak koordi-
natai, az a;, B, v; és «, Bj,yj az OXYZ rogzitett rendszerhez viszonyitott kozponti

tehetetlenségi f6tengelyek helyzetszogei.

2.1. abra

Az 1" testhez tartoz6 O;; pont helyzetét az r;;(x;j, ¥, z;;) helyvektorral adjuk
meg a G;x;y;z; rendszerben. Hasonloképpen, a ,j” testhez tartoz6 O}; pont helyze-
tét a Gjx;y;z; rendszerben az rj;(x;;, yji, Z;;) helyvektorral jeloljuk. Az x;;, yj;, z;; ko-
ordindtdkat csak azutdn hatdrozzuk meg, miutdn meghataroztuk a G;x;y;z; koz-
ponti tehetetlenségi f6tengely helyzetét a munkadarab miihelyrajzan feltiintetett
méretek szerint.

Az ,i” és ,j" testekhez tartozo O;;x;y; z; és 0;;x;yj z; segédrendszerek helyzetét
az o, B;‘,yi*, és o, B].*,y]f‘ forgasszogekkel adjuk meg az OXYZ rogzitett rendszerhez

viszonyitva.
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Az 1" és,j" testekhez rogzitett O;;x;y; z; és 0;;x;y; zj segédrendszereket ugy al-
litottuk be, hogy a hengeres, csusz6, forgd vagy menetes csuklok O;x; és Oj;x;
kinematikai (azaz forgas- vagy linearis elmozdulasi) tengelyei egybeessenek
(2.1. &bra).

A segédrendszerek O;; és Oj; origoi a kozos A; = A tengelyen helyezkednek el.
A hengeres, csusz6 és csavarmenetes csuklokkal kapcsolt tagok egymashoz viszo-
nyitott, azaz relativ haladé mozgast is végeznek, tehat az ,a” paraméter valtozo.
Ezzel ellentétben a forgd, gomb- és az egyetemes csukld esetén a kapcsolt tagok
nem csusznak el egymashoz viszonyitva, ennélfogva az ,a” paraméter allandé.

Az el6bbiekben ismertetett kényszertipusok, valamint a kinematikai parok ge-
ometriajanak sajatossagai (relativ elfordulas, relativ elcsiszas vagy relativ elfor-
dulas-cstszas) kovetkeztében az i és j tagok segédrendszereinek tengelyei, egy-
mashoz viszonyitva, sajadtos médon mozdulnak el. Ezt matematikailag ugy lehet
megfogalmazni, hogy az alabbi 6sszefiiggések koziil legalabb egynek teljesiilnie
kell. A kényszer tipusatol fiiggéen teljesiilhet kettd vagy mindhdrom:

a; = aj
Bi = Bj
Yi =7 (2.1)

A 2.1. bra alapjan felirhaté a kovetkez6 vektoregyenlet:
RGi+rij+a—RGj—rji=0 (22}

A pontositas végett nevesitjiik az egyenlet bal oldalan szerepl6 tagokat:

Rei - az i-edik tag tomegkozéppontjanak helyvektora a helytdlldo OXYZ
koordinata-rendszerben;

rj - azi-edik tag segédrendszerének O;; origdja, a G; tomegkozéppontjaba he-
lyezett f6 tehetetlenségi rendszeréhez képest;

a - a j-edik tag segédrendszer origéjanak helyvektora az i-edik tag segéd-
rendszerének origéjahoz viszonyitva;

Rg - aj-edik tag tomegkdzéppontjanak helyvektora a helytall6 OXYZ koordina-
ta-rendszerben;

rj - aj-edik tag segédrendszerének O;; origdja, a G; tomegkozéppontjéba he-
lyezett f6 tehetetlenségi rendszeréhez képest.

A (2.2) vektorsokszog OXYZ rogzitett rendszerhez viszonyitott alkotéi a kovet-

kez6 matrixegyenletbe vonhatdk dssze:
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cosay; cosPy cosyy Xgi| [*u by1;
cosay; €osfPy; cosyy Vg | Vi ta lbm‘ _
cosas; cosfBsi cosys; Zgi| |%i bs;
0 0 0 1 1 0
cosayj cosPij cosyi;  Xgi[¥;i
_|cosaz; cosPBy; cosyz Y ||Vii| (2.3)
cosaz; cosPs; cosys; Zgil|%i
L o 0 0 1l

A (2.3) egyenletben a Gix;y;z; és Gjx;y;z; tehetetlenségi f6irany-rendszerekbdl az
all6 koordinata-rendszerbe transzformalé homogén matrixok rotacids részét
Tii-vel, illetve Tyj-vel jeloljuk; a biz;, bzui, és a bzii egylitthatok pedig az 07 X; ten-
gely irdnytényezdi az OXYZ rendszerhez viszonyitva.

A fentebb elmondottak alapjan felirhatjuk, hogy:

by1; 1
by1i| =Ty [0}, (2.4)
bs1; 0

ahol Ty az i-edik tag segédrendszerét a helytalld rendszerbe transzformalé ho-
mogén matrix rotacioés része:

bi1i b1z byz
T, = by1i by byzi (2.5)
bs1i b3y bsz;

A (2.5) matrix elemei az (1.39) képletekkel szamitott iranykoszinuszok, melyek
részletesen kifejtett alakjai a kovetkezdk:

byq; = cos 3] cosy;
b,y = sina; sinf cosy; + cos a; siny;
by1; = —cosa; sinf cosy; + sina; siny;
by, = —cos B siny;
b,,; = —sina; sin ] siny; + cos a; cosy;
b3y = cos af sin ] siny; + sina; cosy;
— 7 *
by3; = sin f;
b,3; = —sina; cos ff
bs3; = cos a;f cos B (2.6)
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Hasonléképpen, rendre azonosithatéok a (2.3) egyenlet forgatématrixaiban sze-
repld iranytényezok is, ha a (2.6) képletekbe rendre bevezetjiik az a;, B;, y; forgas-
szogeket, annak érdekében, hogy az egyenletet a tehetetlenségi féiranyok rend-
szeréhez kossiik. A szamitasok elvégzése utan kapjuk, hogy:

COS a1; = €OS fB; - cosy;
CoS ay; = sina; sinfB; - cosy; + cos a; - siny;

cosaz; = —cosa;-sinf;-cosy; +sina; - siny;
cos f1; = —cos B; - sinvy;
cos fB,; = —sina; - sinf; - siny; + cos a; - cosy;

cos f3; = cos a; - sinf; - siny; + sina; - cosy;

cos Yy = sinf;

COS Y, = —Ssina; - cos B;

coSY3; = cos a; - cos fB; (2.7)
Az O;;X;Y{"Z; segédrendszer és G;x;y;z; tehetetlenségi fétengely koordinata-

rendszere kozotti transzforméaciés matrix forgaté almdtrixa a T;;-:

cosad; cospBy cosyd

T =|cosad; cosBy; cosyd; (2.8)

cosad; cospBy cosyd;

A mai szamitégépes rajzoloprogramokkal segitett tervezési kornyezetben
(AutoCAD vagy mas, hasonlé rendeltetésii szoftver) a tehetetlenségi fétengelyek
segédrendszerhez viszonyitott iranytényez6i gombnyomasra lehivhatok, igy a T;+;
matrix mar a rajz elkészitésének pillanataban ismert. Mivel a tehetetlenségi féten-
gelyek ortogonalis rendszert alkotnak, felirhatd, hogy:

Tl'*l'T = Tii* (29)

A segédrendszer O;;x; tengelyének irdnytényezdi a G;x;y;z; tehetetlenségi f6-

tengely koordinata-rendszeréhez viszonyitva a kovetkezgk:

cos a; 1
cosad;| =Ty~ |0 (2.10)
0

0
cos a;

Ugyanazon egységvektor irdnytényezdit az OXYZ rogzitett rendszerhez viszo-
nyitva a kovetkez6képpen irhatjuk fel:
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1 byy; 1 cos a;
Tli* o = [b21i = TliTii* 0| = Tli coS agi
0 b31i 0 cos a'gi

(2.11)

Behelyettesitve a (2.3) matrixegyenletben szereplé T matrix tagjait a (2.11)
mitrixegyenletbe, a miiveletek elvégzése utdn a segédrendszer O;;x; tengelyének

iranytényezd6i a kovetkezdk lesznek:

0 0 0
bi1; COS a1 COS Aq; + €0S By COS Ay; + COS Yq; COS A3;
ba1i| = |cos ay; cos al; + cos B, cos ad; + cos y,; cos ad; (2.12)
b3i; COS a3; COS a{’i + cos f3; cos agi + cosys; cos a'gi

Ha a (2.7) egyenletekkel kifejezett tehetetlenségi fétengelyek iranytényezdit be-
helyettesitjiik a (2.12) matrixegyenletbe, a (2.6) Kifejezések figyelembevételével
sorra felirhatjuk az O7;x;y;z; segédrendszer tengelyeinek a rogzitett OXYZ koor-

dinata-rendszer tengelyeivel alkotott irdnytényezdit. Ezek a kovetkezdk:

bi1; = cos B; cosy; = cosPicosy;cosal; — cosP;siny;cosay; + sinficosay;
(2.13)
by = sina; -sinf; - cosy; + cosaj - siny = (2.14)
_ (sina; -sinf;cosy; + 0
= . -cosaq; +
+cosa; - siny;
+(—sina; - sinf; - siny; + cos a; cos y;) - cos agi —sina; - cos f; - cos agi

by = —cosa; - sinfB] - cosy; + sina; - siny; = (2.15)
= (—cosa; - sinf; - cosy; + sina; - siny;) - cos ad; +
+(cos a; - sinB; - siny; + sina; - cosy;) - cos agi + cos a; - cos f5; - cos ag’i

bi2i = — cos B} siny; = cos f; - cosy; - cos By — cos B; - siny; - cos By; +
: 0
+sinf; - cos Bs; (2.16)
by = —sina; sinf; - siny; + cos a; cosy; =

= sina; - sinf; - cosy; + cos a; - siny;) - cos By +

+(—sina; - sinf; - siny; + cos a; - cosy;) - cos By; —

—sina; - cos f; - cos B3 (2.17)

bz = —cosa; sinf; - cosy; + sina; siny; =

= (—cosa; - sinpf; - cosy; + sina; - siny;) - cos By +

+(cos a; - sinf; - siny; + sina; - cosy;) - cos Bg; + cos a; - cos f; - cos B;
(2.18)
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bi3; = sinPi = cos B; - cosy; - cosyy; — cos B; - siny; - cosyg; + sinf; - cosys;

(2.19)

by = —sina; - cos Bi = (sina; - sinf; - cosy; + cos a; - siny;) - cosy; +
+(—sina; - sinf; - siny; + cos a; - cosy;) - cos ygi —sina; - cos f; - cos yé’i
(2.20)

bs3; = cosaj - cos B =(—cosa; - sinf; - cosy; + sina; - siny;) - cosyS; +
+(cos a; - sinB; - siny; + sina; - cosy;) - cos ygi + cos a; - cos f5; - cos yé’i
(2.21)

Hasonléképpen irhaték fel a ,,j” taghoz tartozé segédrendszer iranytényez6i is az
OXYZ rogzitett rendszerhez viszonyitva.

Figyelembe véve a (2.7), (2.13), (2.14) és (2.15) dsszefiiggéseket, kapjuk a (2.3)
matrixegyenletnek megfelels, a koordinatadkban linedris egyenletrendszert, ami-
kor az O;;x; és az O};x; tengelyek egybeesnek:

Xgi +xij - cosa; - cosy; — yij - cos By - siny; + z;j - sinf; +
+a - [cos B; - cosy; - cos ad; — cos B; - siny; - cos ad; + sin f; - cos ad;] —
—Xgj — Xji - cosa; - cosyj + yji - cos B - siny; — zj; - sinf5; = 0
Yoi + xij - (sina; - sinf; - cosy; + cos a; - siny;) +
+yij - (—sina; - sinB; - siny; + cos q; - siny;) — z;; - sina; - cos f; +
(sina; - sinf; - cosy; + cos a; - siny;) - cos ad; +
+a - |+(—sina; - sinf; - siny; + cosa; - cosy;) - cosag; —| — Yg; —
—sina; - cos f; - cos ad;
—Xj; * (sin ;- sinf; - cosy; + cosa; - sin y]-) -
Vi © (— sinq; - sin B - siny; + cos q; ~sinyj) +zj; - sinaq; - cos B; =0
Zgi tx;j- (—cosa;-sinp; - cosy; +sina; - siny;) +
+yi; - (cosa; - sinf; - siny; + sina; - cosy;) + z;j - cos a; - cos f; +
(—cosa; - sinf; - cosy; + sina; - siny;) - cos ad; +
, . , 0
a-|+(cosa;-sinp;-siny; +sina; - cosy;) - cosay; +|—Zgj —
0
+ cos a; - cos B; - cos as;
Xji * (— cos a;j - sinfj - cosy; + sina; ~smyj) -

Vji - (cosa; - sinf; - siny; + sina; - cosyj) — zj; - cosq; - cos f; =0 (2.22)
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2.2. A kinematikai parok kényszeregyenletei az 0;x; és az Ojx;

tengelyek egybeesése esetén

2.2.1. A henger alaku csuklo esete

A henger alaku csuklé egy forgémozgést enged meg O;;x; tengely koril, és egy
csuszémozgast e tengely mentén (2.2. abra). Az els6 harom kényszeregyenletet a
(2.22) kifejezések adjak, ezekhez hozza kell rendelni még két feltételt a (2.1)
egyenl6ségekbdl a (2.13), (2.14), vagy a (2.15) egyenletek szerint, azaz:

Xgi +xij - cosa; - cosy; — yij - cos By - siny; + z;j - sinf; +
+a - [cos B; - cosy; - cosal; — cos B; - siny; - cos ad; + sin f; - cos ad;] —

—Xgj — Xji - cosa; - cosyj + yji - cos B - siny; — zj; - sinf§; = 0

Yoi + xi - (sina; - sinf; - cosy; + cos a; - siny;) +
—yij - (—sina; - sinB; - siny; + cos q; - siny;) — z;; - sina; - cos f; +
(sina; - sinf; - cosy; + cos a; - siny;) - cos ad; +
+a - |+(—sina; - sinf; - siny; + cosa; - cosy;) - cosag; — | — Yg; —
—sina; - cos f; - cos ad;
—Xji * (sin a;j - sinf; - cosyj + cos q; -sinyj) -
—yji - (= sina; - sinf; - siny; + cos @; - siny;) + zj; - sina;j - cosf; =0
Zgi+xij- (—cosa; -sinf; - cosy; +sina; - siny;) +
+yij - (cosa; - sinf; - siny; + sina; - cosy;) + z;; - cos a; - cos f; +
(—cosa;-sinf; - cosy; + sina; - siny;) - cos ad; +
+a- | +(cosa; - sinp; - siny; + sina; - cosy;) - cos ay; +
+ cos a; - cos B - cos ad;
—Zgj — Xji * (— cosa; - sinf; - cosy; +sinaq; - sinyj) -

—Yji * (cos Q;j - sin ﬁ’j siny; + sina; - cos yj) — Zj; - €OS @j + COS ,8]- =0
bi1; = b11j

b3 = b31j (2.23)
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Zj

2.2. abra

2.2.2. A forgd csukld esete

A forgd csukl6 a két tag kozott egyetlen, jelen esetben az O;;x; tengely koriili
forgbmozgast enged meg. Az els6 harom egyenletet a (2.22) rendszer adja, ahol
»a" egy tetszblegesen valaszthatd allando értéki helyvektor. A két segédkoordina-

ta origdjanak egybeesésekor, vagyis ha 0;; = 0}, az ,a” paraméter zérus értékd, és

jv
ezaltal a (2.22) egyenletrendszer leegyszeriisodik.

Az O;jx; tengelyre felirt rendszer esetén a két tag 0;;x; = 0;;x; tengely koriil
fordul el, illetve a; # a;. Az egytengelyliség feltételét 5 = B és y; =y, forgas-
szogek kozotti egyenldségek biztositjak.

Xgi +xij - cosa; - cosy; — yij - cos By - siny; + z;j - sinf; +
+a - [cos B; - cosy; - cos ad; — cos B; - siny; - cos ad; + sin f; - cos ad;] —

—Xgj — Xji - cosa; - cosyj + yji - cos B - siny; — zj; - sinf§; = 0

Yoi + x;5 - (sina; - sinB; - cosy; + cos a; - siny;) +
+yij - (—sina; - sinB; - siny; + cos q; - siny;) — z;; - sina; - cos f; +
(sina; - sinf; - cosy; + cos a; - siny;) - cos ad; +
+a - |+(—sina; - sinf; - siny; + cosa; - cosy;) - cosag; —| — Yg; —
—sina; - cos f; - cos ad;
—Xji * (sin a;j - sinf; - cosyj + cos q; -sinyj) -
—yji - (= sina; - sinf; - siny; + cos @; - siny;) + zj; - sina; - cos f; =0
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Zgi tx;j- (—cosa;-sinp; - cosy; +sina; - siny;) +
+yi; - (cosa; - sinf; - siny; + sina; - cosy;) + z;j - cos a; - cos f; +
(—cosa; - sinf; - cosy; + sina; - siny;) - cos ad; +
+a-|+(cosa; - sinf; - siny; + sina; - cosy;) - cos ag; + | — Zg; —
+ cos a; - cos B; - cos ad;
—Xj; - (— cosaj-sinf - cosyj+ sina; ~sinyj) -

—yji - (cos a; - sinf; - siny; + sinaq; - cosy;) — zj; - cosa; - cos f; =0

bi1; = b11j

b3 = b31j (2.24)
2.2.3. A csuszka (Kkeresztfej) esete

A cstuszka harom forgd- és két csuszémozgast zar Ki, tehat jelen esetben egy
cstiszoémozgast enged az O;;x; tengely mentén. A kizarashoz sziikséges kényszer-
egyenletek szama ot. A (2.25) egyenletben az els§ két feltétel megfelel az
0;jx; = 0;;x; egytengelyességnek, illetve B’; = B; ésy; = y]?‘, a harmadik pedig az

0;jx; tengely korili elfordulast akadalyozza meg az o = o feltétellel.

Xgi +xij - cosa; - cosy; — yjj - cos By - siny; + z;j - sinf; +
+a- [cos Bi - cosy; - cos ad; — cos B; - siny; - cos ad; + sin f; - cos agi] -
—Xgj — Xji - cosq; - cosyj + yj; - cos B - siny; — zj; - sinf§; = 0

Yoi + xi5 - (sina; - sinB; - cosy; + cos a; - siny;) +
+yi; - (—sina; - sinf; - siny; + cosa; - siny;) — z;j - sina; - cos f; +
(sina; - sinf; - cosy; + cos a; - siny;) - cos al; +
+a - [+(—sina; - sinp; - siny; + cosa; - cosy;) - cos ay; —| = Yg; —
—sina; - cos f; - cos ad;
—Xj; - (sin a;j - sinf; - cosyj+ cosq; - sin yj) -

—yji - (= sina; - sinf; - siny; + cos @; - siny;) + zj; - sina; - cosf; =0

Zgi tx;j- (—cosa; - sinp; - cosy; +sina; - siny;) +
+yij - (cosa; - sinf; - siny; + sina; - cosy;) +

+z;j - cosa; - cos fB; +

49



2. A KINEMATIKAI PAROK KENYSZEREGYENLETEI

(—cosa; - sinf; - cosy; + sina; - siny;) - cos ad; +
+a-|+(cosa; - sinf; - siny; + sina; - cosy;) - cos ag; + | — Zg; —
+ cos a; - cos B; - cos ad;
—Xj; * (— cosaj - sinfj - cosyj+ sina; -sinyj) -

—yji - (cos aj - sinf; - siny; + sinq; - cosy;) — zj; - cosaj - cos B =0

bi1; = b11j
b3y = b31j
b3 = b33j (2.25)

A (2.25) egyenletrendszer hat egyenletbdl all. Az ,a” paraméter kikiliszobolésé-
vel szamuk 6tre csokkenthetd, de ez nem feltétleniil sziikséges. Ha az ,a” paramé-

tert a szamitdgépes illesztés soran ismeretlennek tekintjiik, akkor maradhat a hat
egyenletbdl all6 rendszer.

2.2.4. A gobmbcsuklo esete

A gombcsuklé harom forgémozgast enged meg, a harom haladé mozgast pedig
kizdrja. A két testnek egyetlen kozos pontja van, legyen ez az 0;; = 0j; kdzos origo

ij =
-igy az ,a” zérus értéki, és a (2.22) alapjan felirhaté:

Xgi +xij - cosa; - cosy; — y;j - cos By - siny; + z;j - sinf; — Xgj —

—Xj; - COS @ - cOSYj + yj; - cos B - siny; — zj; - sinf8; =0

Yoi + xij - (sina; - sinf; - cosy; + cos a; - siny;) +
+yij - (—sina; - sinf; - siny; + cos q; - siny;) —
_Zij csina; - COS‘BL' - YG] - x]‘i . (Sln aj . Sln,[?j . COS]/]' + cos (lj . Smyj) -
—yji - (= sina; - sinf; - siny; + cos @; - siny;) + zj; - sina; - cosf; =0
Zgi +xij- (—cosa; -sinf; - cosy; +sina; - siny;) +
+yij - (cosa; - sinf; - siny; + sina; - cosy;) + z;; - cos a; - cos f; — Zgj —
—Xj; - (= cos aj - sinfj-cosy; +sina; - sin yj) -

—Yji* (cos a;j - sinf; - siny; + sinq; - cos yj) —zjj-cosa;-cosf;j =0

(2.26)
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2.2.5. Az egyetemes csuklé (kardankereszt vagy csapos gombcsuklé)
esete

Az egyetemes csuklé kényszeregyenleteinek felirasa az dsszes csukld koziil a
legbonyolultabb. A gdmbcsukléra meghatarozott harom egyenlet mellé rendeljiik

a A és Aj egyenesek merdlegességi feltételeit, a segédrendszer tengelyei hely-

zetének fiiggvényében. Ezeket a feltételeket az egységvektorok skalaris szorzata-
val lehet a legegyszeriibben kifejezni, amelyek: (i:j) =0, (j-k) =0 vagy
(k- i) = 0. Ebben a sorrendben, a (2.5) métrix figyelembevételével felirhatd, hogy:

bi1ib12j + by1ibyzj + b3qibsz; =0
b11jb12; + ba1jbya; + b3qjbzy =0 (2.27)

bi2ib13j + byzibyzj + bsyibszj =0
b12jb13; + bazjbysi + byzjbzz =0 (2.28)

bi3ib11j + by3ibyyj + bssibs1j =0
bi3jb11; + bazjbya; + bazjbzy; =0 (2.29)

A (2.27), (2.28) vagy a (2.29) skalaris szorzatot hozzarendelve a (2.26) rend-
szerhez, a mechanizmusban felvett tengelyek és a horony helyzetének fliggvényé-
ben az egyetemes csukld kényszeregyenletének rendszerét hatféleképpen lehet
megfogalmazni. Ez a lehet6ség 1ényegesen megkonnyiti az egyetemes csuklot tar-
talmaz6 térmechanizmus kényszeregyenleteibdl alkotott rendszer Osszeallitasat
az Euler-szogekkel felirt kényszeregyenletekkel szemben. Az egyetemes csukld
feltételeit mindig a csap tengelyének és a horony szimmetriatengelyének a kine-
matikai part alkot6 tagokon felvett segédrendszerhez viszonyitott helyzete hata-
rozza meg. Jelen konyvben csak a 2.3. dbran szemléltetett esetet targyaljuk. Itt a
,j"-edik taghoz tartoz6 csap az Oj;x; tengely irdnydban helyezkedik el, a ,i"-edik
taghoz tartoz6 horony szimmetriatengelye pedig az 0;;z; és O;;x; tengelyek &ltal
meghatarozott sikba illeszkedik. A harom forgémozgasbol egy kizart, a fennma-
radt két forgomozgas is csak bizonyos tengelyek koriil lehetséges. Figyelembe
véve, hogy a horony szimmetriatengelye az O;;x; z; sikban helyezkedik el, az 0;;x/
tengely csak a sajat tengelye vagy az O;;y; tengely kortil fordulhat el. Az 0;;y;
tengely mindig merdleges az 0;;x; z; sikra, az 0;;x; mindig benne van a sikban, igy
felirhaté a feltétel, hogy O;;y; L O;;x; ami a (2.27) mésodik egyenletének felel
meg.
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csap

2.3.abra

Az O6sszes lehetséges esetet Osszefoglalva kimondhaté az egyetemes csuklé

kényszeregyenletéhez tartozo feltétel: Az ,i” vagy ,j” taghoz tartozo6 csap szimmet-
riatengelye egységvektoranak a ,j” vagy ,i” taghoz tartoz6 vezet6horony hosszira-

nyd szimmetria sikjara merdéleges tengely egységvektoraval alkotott skalaris szor-
zata mindig egyenld zéréval.

Az egyetemes csukl6 O;;x; tengellyel egybees6 csapja szerinti kényszeregyenle-
tek a (2.26) és a (2.27) egyenletekkel kifejezett feltételek egyik sajatos esetének
felelnek meg. Ebben az esetben az egyetemes csukld kényszeregyenletei a
2.3. abra szerint a kovetkezdk:

Xgi + x5 - cosa; - cosy; — yij - cos By - siny; + zj - sinf; — Xgj —

—Xjj - COS @j - COSYj + Yj; oS B - siny; — zj; - sinff; =0

Yoi + x;5 - (sina; - sinB; - cosy; + cos a; - siny;) +
+yij - (—sina; - sinf; - siny; + cosa; - siny;) — z;j - sina; - cos f; — Y5 —
—Xj; - (sin a;j - sinf; - cosyj+ cosq; - sin yj) -

—yji - (= sina; - sinf; - siny; + cos @; - siny;) + zj; - sina; - cos f; =0

Zgi tx;j- (—cosa;-sinp; - cosy; +sina; - siny;) +
+yij - (cosa; - sinf; - siny; + sina; - cosy;) + z;j - cosa; - cos f; — Zgj —
—Xj; - (= cos a;j - sinf; - cosyj + sina; - sin y]-) —
—yji - (cos aj - sinf; - siny; + sinq; - cosy;) — zj; - cosaj - cos B =0
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b11jb12; + ba1jbyai + b3qjbzy = 0 (2.31)

Az egyetemes csukld kényszeregyenleteinek feltétele a tagokon elhelyezett ho-
rony iranyatol fiiggéen valtozik. Ezért a feltételt az adott helyzetnek megfelel
formaban kell felirni.

2.2.6. A menetes csuklo esete

A menetes csuklot a henger alakud csuklétol a forgé- és a csuszomozgasok kozot-
ti Osszefiiggés létezése kiilonbozteti meg. Az O;X; tengely koriili forgémozgas
meghatarozza a tengely menti haladémozgas értékét és forditva, tehat a két moz-
gas kozott léteznie kell a kovetkezd dsszefliggésnek:

a=ay+p- Qs (2.32)

ahol a ,,p” a menet emelkedését, a ¢ szog pedig az ,i” és ,j” tagok kozotti szogel-
fordulast fejezi ki:

Vo =a; — (2.33)

A (2.32) és a (2.33) egyenletekbdl, kapjuk:
a=ag+p-(a —a) (2.34)

A (2.20) és a (2.21) egyenldségek hanyadosaibol kifejezve az a; és az a; értéke-
it, felirhat6 a segédrendszerek 0;;z; és az 0;;z; tengelyeinek a rogzitett rendszer
OZ tengelyével alkotott szogei:

* b i
aj = —arctg (ﬁ) (2.35)
aj = —arctg (Z—:) (2.36)

amelyekkel a tengely menti haladémozgas és a forgdmozgas kozotti 6sszefiiggés a
kovetkez6képpen irhato:

a=ay—p- (arctg (%) —arctg (@)) (2.37)

i b33j

A menetes csukl6 kényszeregyenletei a (2.22) rendszerbdl, a (2.13), (2.15) és a
(2.37) feltételekbdl allnak, amely:
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Xgi +xij - cosa; - cosy; — yjj - cos By - siny; + z;j - sinf; +
+a- [cos Bi - cosy; - cos ad; — cos B; - siny; - cos ad; + sin f; - cos agi] -
—Xgj — Xji - cosq; - cosyj + yj; - cos B - siny; — zj; - sinf§; = 0

Yoi + xij - (sina; - sinf; - cosy; +ia; - siny;) +
+yij - (—sina; - sinf; - siny; + cosa; - siny;) — z;j - sina; - cos f; +
(sina; - sinf; - cosy; + cos a; - siny;) - cos al; +
+a - [+(—sina; - sinB; - siny; + cosa; - cosy;) - cos a3, —| = Yg; —
—sina; - cos f; - cos ad;
—Xj; - (sin a;j - sinf; - cosyj+ cosq; - sin yj) -

—yji - (= sina; - sinf; - siny; + cos @; - siny;) + zj; - sina;j - cosf; =0

Zgi tx;j- (—cosa;-sinp; - cosy; +sina; - siny;) +
+yi; - (cosa; - sinf; - siny; + sina; - cosy;) + z;j - cos a; - cos f; +
(—cosa; - sinf; - cosy; + sina; - siny;) - cos ad; +
+a-|+(cosa; - sinf; - siny; + sina; - cosy;) - cos ag; + | — Zg; —
+ cos a; - cos B; - cos ad;
—Xji - (— cosaj-sinfj - cosyj+ sina; ~sinyj) -

—yji - (cos a; - sinf; - siny; + sinaq; - cosy;) — zj; - cosa; - cos f; =0

bi1; = b11j
b3y = b31j
by bysj
a=-p- (arctg (ﬁ) — arctyg <ﬁ)> (2.38)

2.3. Kinematikai parok kényszeregyenletei az O;;y; és az 0j;y; tengelyek

egymasra helyezése esetén
Az O0;;y; = 0};yj tengelyek egymadsra helyezése esetén a kényszeregyenleteket a

2.4. abra alapjan irjuk fel. Ebben az esetben a (2.2) vektorsokszoghoz tartozé mat-
rixegyenlet a kovetkezd:
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COS@y; COS Py COSYy Yo b,
cosasz; cosBsi cosys; Zegi| |%i bs,;
0 0 0 1 1 0
cosayj cospPy; cosyij Xgj
_|cosayj cosB,yi cosyyp Vg 1Yt = 0
lcos a3; Cosf3; COSYs; ZG]-J Zji (2.39)
0 0 0 1411

cosay; cosPy; cosyy Xei| [%ij b12i
y..
Y+a- -
x]‘i

Innen felirhatjuk erre az esetre is az altalanos alaku kényszeregyenleteket:

Xgi + x5 - cosay; + yij - cos By + zjj - cosyy; + @ by — Xgj — Xji - cos aqj —
—Yji - €0S B1j — Zj; - coS Y15 =0

Yii+ x5 - cosay; + yj - cos By + 2ij - cOS Y + @ byyy — Y — xj; - cos ay; —
—Yji  €OS Bp; — Zj; - oSy, =0

Zgi +xij - cosaz; +Yij-cosPs+ 2z coSys + @ bsyy — Zg; — Xj; - coS azj—

—Yji  €0S B3; — zj; - cosy3; =0 (2.40)

2.4. abra
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2.3.1. A henger alakii csuklf esete

A henger alaku csukl6 egy O;;y; tengely koriili forgdmozgast és egy, e tengely
menti csiszémozgast tesz lehetévé (2.5. dbra). Az elsé harom kényszeregyenletet
a (2.22) kifejezések adjak, ezekhez hozza kell rendelni még két feltételt a (2.1)
képletekbdl a (2.16), (2.17) vagy a (2.18) egyenletek szerint, azaz:

2.5.abra

Xgi +xij - cosa; - cosy; — yjj - cos By - siny; + z;j - sinf; + a - bypp — Xgj —
—Xj; - COS @j - cOSYj + yj; - cos B - siny; — zj; - sinf§; = 0
Yoi + xij - (sina; - sinf; - cosy; + cos a; - siny;) +
+yij - (—sina; - sinB; - siny; + cos q; - siny;) — z;; - sina; - cos f; +
+a - by — Y —xj; - (sin a;j - sinfj - cosyj+cosa; - sinyj) -
—yji - (= sina; - sinf; - siny; + cos @; - siny;) + zj; - sina; - cosf; =0
Zgi+ x5+ (—cosa;-sinf; - cosy; +sina; - siny;) +
+yij - (cosa; - sinf; - siny; + sina; - cosy;) + z;; - cos a; - cos B; +
+a - bsy; — Zgj — xj; (— cos aj - sinf; - cosyj + sinq; ~sinyj) -
—yji - (cos a; - sinf; - siny; + sinaq; - cosy;) — zj; - cosa; - cos f; =0
b1z = b12j
b, = b32j (2.41)
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2.3.2. A forgd csuklé esete

Az 0,Y;" tengely koriili forgd csuklé egyetlen relativ mozgast enged meg a két tag
kozott. A forgd csukld els6 harom egyenletét a (2.40) rendszer adja.

A két tag egymashoz viszonyitva az 0;;y; = 0;;y; tengely koriil fordul el, illetve
[3’; * B;. Az egytengelyliséget az o = o5 és ay] = yli" forgasszogek biztositjak. Ez-
zel, valamint a (2.16) és (2.18) egyenletekkel felirhat6é a forgd csuklé kényszer-
egyenlet-rendszere:

Xgi +xij - cos ay; + yij - cos By + zj - cos Yy + @ bypp — Xgj — Xj; - cos agj —
—Yji  €0S Byj — Zj; - cosy1; =0

Yoi + xij - cos az; + yij - €0S Bo; + Zjj - cOS Yo + @ - byyy — Ygj — xj; - cos ayj —
—Yji  €0S Baj — Zji - cOS Y, =0

Zgi +xij - cosaz; +yj - cos Py + zij - coSYz + A by — Zgj — Xj; - coOS Az —

—Yji - €0S B3; — zj; - cosy3; =0
b1z = b12j

b, = b32j (2.42)
2.3.3. A csuszka (Kkeresztfej) esete

A csuszka az Oj;y; = Oj;y; tengelyek egymadsra helyezése esetén is egyetlen
csiiszoémozgast enged az O;;y; tengely mentén. A Kizart relativ mozgasok szama
Ot, tehat 6t egymastol fliggetlen kényszeregyenletre van sziikség. Ha az ,a” para-
méter a rendszerben marad, akkor a kényszeregyenletek szama hat marad.
A (2.41) rendszerhez még hozza kell rendelni egy feltételt, amely megakadalyozza
a csuszka 0;;y;tengely koriili elforduldsat. Ez a feltétel megegyezik a csuszast

biztositd tengelyekre huizott k6z6s normalisok egybeesési feltételével, példaul:

b3y = b31j
vagy
b3 = b33j (2.43)

57

EME



2. A KINEMATIKAI PAROK KENYSZEREGYENLETEI

2.3.4. A gombcsuklo esete

A gdmbcsukl6 kényszeregyenletei nem fiiggnek a tengelyek helyzetétd], tehat a
haromtengelyes forgatas mindharom esetében megegyezik a (2.26) egyenlettel.

2.3.5. Az egyetemes csukl6 (kardankereszt vagy csapos gombcsuklo)
esete

Ebben az esetben az egyetemes csuklé csapja az O;;y; tengely irdnyaban he-
lyezkedik el, 1asd a 2.6. abrat. Kezdetben az 0;;y; = 0;y; egybeesik, majd a ,j” tag
az O;jy; tengelyen fordulhat el. A horony az 0;;x;y; sikban van, figyelembe véve,

hogy a csap nem hagyhatja el a horony 4ltal meghatarozott sikot, a masodik elfor-
dulas a sikra merdleges 0;;z;" tengely kortil mehet végbe. A két forgastengely me-

réleges egymasra, illetve a feltétel O;;y; L 0;;z;, amelynek a (2.28) egyenletek

elsé sora felel meg.

csap

2.6. abra

Az egyetemes csuklo kezdeti helyzetének megfeleld O;;y; = Oj;y; tengellyel

egybeesd csapja szerint felirt kényszeregyenlet-rendszernek a (2.26) és a (2.28)
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egyenletekkel kifejezett alakja, a gyakorlatban el6fordulé helyzetek egyikére a
2.6. abra szerint a kovetkezé:
Xgi +xij - cosa; - cosy; — yij - cos By - siny; + z;j - sinf; — Xgj —
—Xj; - COSQj - COSYj + Yji - cos Bj - siny; — zj; - sinf§; = 0
Yoi + x;5 - (sina; - sinB; - cosy; + cos a; - siny;) +
+yij - (=sina; - sinf; - siny; + cosa; - siny;) — z;; - sina; - cos f; — Yg; —
—X;ji - (sin a; - sinf; - cosyj + cos q; - sin yj) -
—yji - (= sina; - sinf; - siny; + cos @; - siny;) + zj; - sina; - cos f; = 0
Zgi tx;j- (—cosa; - sinp; - cosy; +sina; - siny;) +
+yij - (cosa; - sinf; - siny; + sina; - cosy;) + z;j - cos a; - cos f; — Zgj —
—Xj; (— cosa; - sinfj - cosyj+sina; - sin yj) -

—yji - (cos aj - sinf; - sinyj + sinq; - cosy;) — zj; - cosaj - cos f; =0
bi2ib13j + byibyzj + bsyibszj =0 (2.44)

Ha a csukl6 csapja a ,j” taghoz tartozik, akkor a (2.44) képletben szerepl6 skala-
ris szorzatokban az ,i” és a ,j” index felcserélédik, mint példaul:

b12jb13; + bazjbysi + bagjbzs = 0 (2.45)
2.3.6. A menetes csuklo esete

A menetes csuklét az jellemzi, hogy a forgé- és a csiszémozgasok kozott folya-
matosan fenndll egy, a csukl6 geometridjabol adodo osszefliggés. Az 0;;y; tengely

korili forgdmozgas és a tengely menti haladémozgas kozott felirhat6 az
a=ay+p- g (2.46)

Osszefiiggés, amelyben a ,p” a menet csavarparaméterét (az egy radiannyi szogel-
fordulasra értelmezett tengelyirdnyd haladast), a ¢ szog pedig az ,i” és ,j” tagok
relativ szogelfordulasat fejezi ki, azaz:

vp =B —Bj (2.47)
A (2.46) és a (2.47) egyenletekbdl kapjuk, hogy
a=ao+p- B —B) (2.48)
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A (2.19) egyenl6ségbdl kifejezve a B és a B szogeket, felirhato a segédrendsze-
rek 0;;z; és az 0;;z; tengelyeinek a rogzitett rendszer OZ tengelyével alkotott
szogei:

Bi = arcsin(by3;) (2.49)

Bi = arcsin(b13j) (2.50)

Ezzel a tengely menti haladomozgas és forgémozgas kotottsége a kovetkezo-
képpen irhat6:

a=ay+p- (arcsin(b13l~) - arcsin(blsj)) (2.51)

A menetes csuklé kényszeregyenletei a (2.40) egyenletrendszerbdl, valamint a
(2.16), (2.18) és a (2.51) feltételekbdl épiilnek fel, azaz:
Xgi +xij - cosa; - cosy; — yjj - cos B - siny; + z;j - sinf; + a - bypy — Xgj —
—Xj; - COSQj - COSYj + Yji - cos Bj - siny; — zj; - sinf§; = 0
Yoi + xij - (sina; - sinf; - cosy; + cos a; - siny;) +
+yij - (—sina; - sinf; - siny; + cos a; - siny;) — z;j - sina; - cos f; +
+a- by — Y — % (sin a; - sinf; - cosy;+ cosq; - sinyj) -
—yji - (= sina; - sinf; - siny; + cos @; - siny;) + zj; - sina; - cosp; =0
Zgi tx;j- (—cosa;-sinp; - cosy; +sina; - siny;) +
+yij - (cosa; - sinf; - siny; + sina; - cosy;) + z;j - cos a; - cos f; + a - bzp; —
—Zgj — Xji * (— cos a; - sinf; - cosy; + sinaq; - Sinyj) -

—yji - (cos a; - sinf; - sinyj + sinq; - cosy;) — zj; - cosa;j - cos f; =0

b1z = b12j
b3, = b32j
a=ay+p- (arcsin(b13i) - arcsin(b13j)) (2.52)
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3.1. A sebességek kényszeregyenletei az O;;x; és az Ojx; tengelyek
egybeesésekor

A mechanizmus adott tagjdnak sebesség-, valamint szogsebesség-eloszlasanak ki-
szamitasahoz a (2.12), ... (2.21) és a (2.39) egyenleteket id6 fiiggvényében derival-
juk. A (2.7) és a (2.8) egyenletekkel kifejezett iranytényezdket a tovabbiakban csak
egyszerlien ay;, B1;, Vip--- @30 Bapp Vai-vel, illetve  afy, B, vy, .- ag;, B3y, v3;-vel
fogjuk jeldlni. Emlékezziink, hogy a ay;, B1i, V1ir - - - X300 B3ir V3i iranytényezok a te-
hetetlenségi fétengely-rendszer tengelyeinek irdnytényezo6i a helytallé rendszer-
hez viszonyitva, mig az a;, B, VY, ... ad, By, v3; a geometriai azaz segéd koordi-
nata-rendszer tengelyeinek iranykoszinuszai a tehetetlenségi féiranyok rendsze-
rében, a (2.8) egyenlet T;; matrixa. Ha a (2.3) egyenletet id6 szerint derivaljuk, a
fentebb emlitett jel61ésekkel, az alabbi egyenlethez jutunk:

[ ,[:311' Y1 Xai] Xij by1; F’ui]
|d2i Bai Vai YGil. Yij +a- ba1i ta-

i e v 2ol |7 . |~
, o Vi Zgi j 31i bsq;
[031 031 (3)‘1 flJ 1 0 l 3(‘)11J

b21i

ayj By Vi Xej| [

— O:fzj é’zj ]:/Zj YGj . }Z,]: =0 (3.1)
tsj Psj V3j Zgj i
0 0 0 1
ahol:
cos a;; = cos PB; - cosy;,
(cosay;)' = dy; = —f; sin B; cosy; — ¥; cos By siny;

A 2.7. egyenletekkel Kifejezett irdnytényezoket figyelembe véve felirhato:
d . ; .
E(COS ay;) = dq; = =P - cosyy; (B) - cosy; +y; - cos By (Bi,vi)

d . . . .
- (cos B1;) = P1; = Py - cosyy; (By) - siny; — ;- cos ay; (B, vi)
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d . ;
;(COS Y1i) = V1 = Bi - cos

d . . : .
E(COS @) = dp; = —a; - cosas; (a;, i, ¥i) + Bi - cosay; (B, ;) - sina; +

+‘Vi - cos By (ay, Bi, ¥i)

d . ) .
= (cos By;) = B = —d; - cos B (@, By, vi) — Vi - cos ay; (@, By vi) +

+p; - cos By; (Bi, vi) - sina;
d . . ; .
E(COSYZi) = Y2 = —a; - cosys; (a;, fi) + i - cosyy; (By) - sina;

d . . .
;(COS @3;) = d3; = @&; - cosay; (a;, B, vi) + Vi - cos Ba; (i, Bi, Vi) —

—PBi - cosay; (Bi,vi) - cos a;

d . ) .
—; (cos Bs;) = Ba; = d; - cos Ba; (i, Bi ¥i) — Vi - cos ag; (@, By, vi) —

—P; - cos By; (Bi, i) - cos a;
d . . :
—; (COsy3;) = V3 = d; - cosyy; (a;, B;) — Bi - cosy; (By) - cos a; (32)

A mechanizmusok tagjainak sebességeit, a poziciékhoz hasonléan, a zart vektor-
sokszogekre felirt linedris egyenletrendszerek segitségével hatarozzuk meg.

A (2.13), .. (2.21) és a (2.32) képletekben szerepld egylitthatok parcialis deri-
valtjai a kovetkez6k:

Obyy; _

6ai

Obyyi
Bi
Obyq;
9y

= —sinf; - cosy; - ad + sin f; - siny; - ad; + cos f; - a;

= cos By; (B, vi) - ag; — cosay; (B, vi) - af;

0bzai
6ai

= —(cosaz; (a;, Bi, Vi) - afi + cos B3; (a;, Bi vi) - agi + cosys; (a;, B;) - “gi)

Obyyi

op (cosay; (Bi, i) - af; + cos By (Bi,v) - ad; + sinf; - al;) - sina;

0byqi — a ﬁ 4 a
—Ziu = CO0S BZi (ai, ﬁl’,}/i) . a{)i COS ( irPir i) ’ gi
0bzqi + a B 14 a cos
3“321 = (COS Az (ai' ﬁi: Vi) : a{)i cos ﬁzi ( ir Pi» i) ' gi Y2i (ai' ﬁl) ’ agi)
ab i i
3i11 — —(COS aq; (ﬁil]/i) . a:?i + cos ,811' (ﬁi, Yi) . a’gi Sin ,81' . gl) . i
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Obsy;
av;
Obqyi
aai
Obyy;
B
Obyy;
9y

Obyyi
aai

Obyai

Bi
0byai
9y
Obzyi
aai
Obzyi
oBi

Obsy;
av;

Oby3;
aai
Oby3;
Bi
0by3;
9y
0by3i
6ai
Oby3i
oBi
0by3i
av;
Obz3i
6ai
Obz3;
oBi
Obz3;
v

= cos fB3; (a;, Bi, Vi) - a{)i — cosaz; (a;, B;, Vi) - agi (3.3)

= —sinp; - cosy; - By; + sin B; - siny; - Bg; + cos B; - B3;

cos f1; (B, vi) 'ﬁ{)i —cosay; (B, vi) -ﬁé’i

—(cos az; (5, Bi, ¥i) - Be; + cos Ba; (@i, Bi, vi) - Ba; + cosys; (au, Bi) - B3

(cosay; (Bi,v) - B + cos By; (Bivi) - B + sinf; - BS) - sina
cos Ba; (@i, By vi) - Bri — cos az; (i, Buvi) - BY;
cos ay; (@i, By, i) - By + €08 Bai (i, Bi vi) - BY; + cos vy (@i, i) - BS:

—(COS ayi (B, vi) - Biy + cos By (Bi,vi) - B3y + sin; ‘3301') - cosa;

cos fB3; (@i, Bi, vi) ‘ﬁft —cos az; (a;, i, i) 'ﬁgi (34)

= —sin ;- cosy; - yp; +sinf; - siny; -y + cos i - v,

cos By; (Bi,vi) - vii — cosay; (Bu,vi) * ¥ai

—(cos ag; (@, By vo) - vii + c0s Bs; (@, By vi) - Vo + cos v (i, Bi) - v3))
(cosay; (Bi,vi) - Vi + cos By (Bi,vi) - va +sin B - y3) - sina;

cos Ba; (@, B, vi) - Vi — cos ag; (@, B, vi) - Vai

cos az; (@, By, vi)  vii + €08 Ba; (@i, Biy vi) - v2i +cos vy (i, B) - v

—(cosay; (Bi,vi) - vii + cos By (Bi,vi) - vai +sin i - v3) - cos a;

cos B3 (@i, B vi) - Vﬁ —cosaz; (a;, Bi, i) - Vgi (3.5)
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amelyekkel felirhatd, hogy

dbiqi

it [9111'
% = byy;
% = [9311'
% = [9121' =
% = bya
% = [9321'
% = [9131' =
% = [3231'
dl:;:i = [3331'

_Bi’

Oby4i - Oby4i
B; ooy
0byii 5 Obyy; | . 0Obyy
oa TP g TV,
0b3q; ' Ob31; . 0b3q;
o TP TV,
L Obiy; - Ob1zi
B; ooy
0byai 5 Obyai | . Obyy
aa TB g TV,
Ob3y; ' Ob3y; . 0b3y;
T
0bq3i . 0bjzji
. 131 +yl . 131
B; 2%
0by3i 5 Obyzi | . Obys
. + .. + ..
oa TP g TV,
Obz3; 5 Obsgz; , . Obzz
.. + .. + ..
oa TP g TV Ty,

(3.6)

A tovabbiakban az eddig targyalt alacsony osztalyu csukl6k sebesség-, illetve

szogsebesség-eloszlasait targyaljuk részletesen.

3.1.1. A hengeres csukld

A hengeres csukléval kapcsolt tagok sebességét meghatarozé rendszer els6 ha-

rom egyenletének altalanos alakjat a (3.1) matrixegyenlet adja. Az egytengely(iség
feltételeit pedig a (2.1) rendszerbdl irjuk fel:

B = B;
Vi =1
illetve a

bi1; = b11j

[731,: = b31j adja.

(3.7)

Felhaszndlva a (3.2), ... (3.5) egyenldségeket, a (3.1) matrixegyenlet egyenlet-
rendszer-alakra hozhaté. A (3.7) feltételek, a (3.3) egyenl6ségek felhasznalasaval,

az ismeretlenek szerint csoportosithatéok. A (3.1) alapegyenletekbdl és a (3.7)
feltételekbdl alkotott rendszer a kovetkez6:
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. . _ by
Xei +Bi - (_xij “Y1i - €OSY; + Yij - ¥ai - siny; + z;; - cos B + a‘a—;;l_l) +

' by ;

+y; - (xij Pu—yijraita aij ) & bup = Xg; =
By - (=i - vy - cosy; +yji - yaj - siny; + zj; - cos ) —

Y- (xji B — Vit alj) =0

ab i
YGl +a- b211 - (xl] as; + Yij - 331 + Zij " V3i — 211) +

e
+B; - [(xij “ @y + Yij - o+ Zij  yo) -sina; +a- aab—;:i] +
+Yi- (xij “Pai = Yij @zt a- ;J;u) Ygj +
+aj - (i sy + Yy Baj + 2z ¥s)) —
—B; - (i - a1 + yji - Buj + zji - vaj) - sina; —
—Vj - (Xji - Baj — ¥ji - azj) =0

, ' Obsyi
Zeita;- (xij Qi +Yij Bai + Zij Vit @ a;zl) B
: ab
—Bi - [(xij “@y + Yij - Bui + 2ij - V1) - €05 @ — a;lu] +

. . ab
+a - b3y +Vi- (xij Pai—yijrazta- 6;21) Zgj—

—d; - (i - @)+ Vji - Baj + ZjiV2j) +
+ﬁj ’ (xji T Qg +in 'ﬁ1j +Zji '}/1]-) -cosa; —
—Vj - (Xji - B3j — ¥ji - azj) =0

o 0bqq; . abuz ( 3 abll} . ab11j)
i & LT SN — L) =0
Bi-p, TV 5 —\Bi S TV Ty,

Obs1i | 5 Obzy | . Obsy . Obzij 5 Obzij Obs1j\
il -yl (R w7 aa,.+/31 %5, +v; o, =0 (3.8)

3.1.2. A forgd csukld

A forgé csukléval kapcsolt kinematikai par sebességeit meghataroz6 kényszer-
egyenletek konnyen meghatarozhaték a hengeres csukld kényszeregyenleteibdl.
A forgd csukl6 esetében az ,a” paraméter allandé, tehat az a =0, igy a (3.8)
egyenletrendszer a kovetkez6képpen alakul:

. . o
Xei +Bi- ( Xij*¥1i*€OSYi + Vij " Vi ® siny; + zjj - cosf; +a- 1“) +

oB;
. b\ u
+Yi - (xij Brui— vy ta a;i“) —Xej =¥ (% Buj —yij - anj) —
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—Bj - (=%ji - V1j - cosy;j + Yji - V1 - siny; + zj; - cos ;) = 0

- . dbyy;
YGi_ai'(xij'a3i+yij'ﬁ3i+zij'y3i_a'ﬁ)+

6ai
. . b,
+.Bi ' [(xij c +yl-j ',811' + Zjj * yli) -sina; +a- 6[2311] +
. b i
Vi (xij Bai —Vijr Azt a- aﬁl) Y +
+d; - (x5 @z + Vji Baj + 2 vaj) —
_ﬁj ’ (xji Ty +in : ﬁ1j +Zji : }/1]-) . sinaj —
—Vj - (Xi - B2j — Vji - Azj) =0

) ) b3y
Zeita;- (xij Qi +Yij Bai + Zij Vit @ a;?) B

—B; - [(xij “ @y + Yij - o+ Zij - Yai) - Cosa; —a- %] +

. 0b3,;
+Yi- (xij “Pai —yijrazita- a;:) Zgj —

_d]' ’ (x]'i T Qypj +in 'ﬁzj +Zji '}/2]-) +
+ﬁj ' (xji ' alj +in '31]' +Zji '}/1]-) . COSO_’J- —
Vi (i Baj — yji - @3j) =0

o 0by,i - abuz ( ) abll} abnj)
.. + v — + —
ﬁl aﬁl yl i ﬁ] y ay]

. Obzyi 5 Obszyj . 0b3q; . 6b31] b311 ab31j _
R il - v (e bl U P> +B; - 28, +7; 7, =0 (3.9)

3.1.3. A csuszKka (Kkeresztfej)

A csuszkaval kapcsolt kinematikai par sebességeit meghatarozé kényszeregyen-
letek részben megegyeznek a hengeres csuklokra meghatarozott kényszeregyen-
letekkel. A (3.8) egyenletekhez még hozza kell rendelni, akarcsak a helyzetek
meghatarozasakor, a (3.10) feltételt, amellyel nullazzuk a két tag kozott fellépd
relativ szogsebességet.

a; = q; illetve, bas; — 1533j =0 (3.10)
Az igy alkotott rendszer a kovetkezd:

. . 0by4;

XGi + ,81' ! ( xl] Y1i - COSY; + yl] Y1i - Slnyl + ZU COS.BL ta- ) +

9B;
: b1\ , ;
+yi (xij P _Yij'a1i+a'a_;i1)+a'b11i — Xgj —
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—,6"] . (—xji “Y1j - COSYj + Yji ¥y - sinyj + zj; - cosﬁj) -
=V (Xji - Brj = Yji-a1;) =0

ab i
YGL+a ble (xl] a31+yu .831+Zl] V3i — 21)+

aai

' : by
+‘8i.|:(xij‘a1i+yij.ﬁ1i+Zl’j.y1i)'slnai+a« a;:]-l_

. ab
+Vi- (xij Pai —Vijr At a- a;:l) Ygi +

+aj - (% asj+ it Baj + 2ji tv3j) —

_Bj ’ (xji g+ Y Bij t+ zg ')/1]-) -sinq; —
Vi (i Baj — Yji - @2j) =0

B 0b3q;
ZGi + al (xl] ay; + Yij - .821 + Zij * Vai +a-—= ) -

da;

; 9bay
—Bi- [(xij “@y + yij - Bui + Zij - V1) - COS @ — a;ll] +a- b3+

. ab
+Vi- (xij Pai—Yijrazta- a;:l) Zgj —

—d; - (Xi* azj + ji* Boj + 2ji * v2j) +

+Bj ’ (xji Sy +in ':81j +Zji ']/1]-) scosaj —
—Vj - (i Bzj — yji - a3j) =0

A abu‘ . 6b11 A abll] ab11]‘ _
Bi-—p tVi-5 =B Vi 5, )=
Bi Yi 9B; Yj

. 0bzy; , 5 Obzq; , . Obzy; . 0bzyj , 5 Ob . Obzqj
a@; - 3ll+ﬁi' 311+yi_ 311_<aj_ 31]+ﬁj 311+y 311)=0

6ai 6/31 a)/l 60(] 6/3 a]/]
G- 2ssiy g Obssi (g iy g Obssi) g (3.11)
i da; l aB; ] 30{]’ J B'BJ- ’

3.1.4. A gobmbcsuklo

A gombcsukldoval kapcsolt tagok sebességeit az ,a” tavolsag zérus értékére felirt
(3.1) egyenletrendszerbdl kapjuk. Ha ebbe a rendszerbe behelyettesitjiik a (3.2)
képleteket, majd a tagokat megfeleléen csoportositjuk, azt a sajatos eredményt
kapjuk, hogy a gombcsukld kényszeregyenletei fiiggetlenek a tagokhoz tartozo se-
gédrendszerek egymdshoz viszonyitott helyzetétdl, tehdt a segédrendszerek bdrmely
tengelyének eqgybeesésére ugyanaz marad. Ez a rendszer az alabbi:
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Xgi + Bi - (=xij - vai - cosy; + ¥y - vai - siny; + 25 - cos ;) +
7y - (i Bui = yij - @) — Xegj +
+Bj ) (xji “Y1j * COSYj = ¥ji * V1) - siny; — zjj - Cosﬁj) -
=V (Xi - Brj = Yji-a1;) =0
Yoi — d; - (xij - s + Yij - Bai + Zij - Vi) +
+B; - (xij - @i + yij - Bui + 2zij - vai) - sinag + 7 - (x5 Boy — yij - @) —
—Ygj + ;- (x5 - azj + yji* Baj + 2ji " v3)) —
—B; - (xji - @ + yji - Buj + Zji - vaj) - siney —
—=Vj - (Xji - B2j = ¥ji - Azj) = 0
Zgi + - (xij - @i + Yij - Bai + Zij - Vai) —
—Bi - (xij - @yg + yij - Bui + 2ij - V1) - cosa; +
+yi - (xij - Bai = Yij - @ai) — Zgj — &5 - (i @oj + Yji - Boj + Zi - ¥2j) +
+B; - (i - a1 + yji - Buj + Zji - v1)) - cosaj —
—=Vj - (Xji - B3j — ¥ji - azj) = 0 (3.12)

3.1.5. Az egyetemes csuklo

Az egyetemes csukld sebességeit meghatarozdé kényszeregyenleteket a (2.27)
egyenlet id6 szerinti derivalasa utan kapjuk, amely a kovetkez6:

byy; - bz + byyi - byj + bay; - bszj + byy; - 512]‘ + by - [722j + b3y - [732j =0
(3.13)

A (3.13) egyenlet a (3.3) és a (3.4) egyenl6ségekkel a kovetkezd alakra hozhaté:

i [a;;? “ bizj +aab_;ji'b22j +aab—:i-b32j] +
+p; - [aab_;;ji‘ b1z +aab_;l_1i‘ byj + a:;iii : b32j] +
70 |22 by + 2y 4 Bty | 4
+d; - :%‘ by1; +%‘ by1; +%'b31i: +

s [0b1z dbyyj Obs,j |
tBj - |55 b+ 5 bari + = bay |+

| 985 0B; 9p;
. [0biy; dbyyi b3y ]
+Yj - ﬁ “bygg +ﬁ,2-] “baai +ﬁ' bs1i| =0 (314)
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A (3.12) és a (3.14) egyenleteket rendszerbe foglalva az egyetemes csukldval
kapcsolt kinematikai par sebességeit meghataroz6 kényszeregyenletekhez jutunk,
azaz:

Xgi + Bi - (=xij - vai - cosy; + yij - vai - siny; + 25 - cos ;) +
+y; - (x4 Bri — yij - i) — Xgj —
—Bj - (=xji  v4, - COSYj + ¥ji  v4, - Siny; + zj; - cos ;) —
=V (Kji - Brj = Yji-a1;) = 0

Yoi — di - (xij - @si +yij - Bai + Zij - ¥ai) +

+B; - (xij - ani + yij - Bui + zij - vai) - sinag + Vi - (x4 - Bai — ij - @) —

—Ygj + ;- (x5 - asj + yji - Baj + 2 v3j) —

—B; - (xji - @ + yji - Buj + Zji - vaj) - sine —

—Vj - (Xji - Baj — ¥ji - @zj) =0

A

Zgi + ;- (xij - @i + YVij - Boi + Zij - Vai) —
—Bi - (xij - aai + yij - Bui + 2ij - vai) - cosag + i - (x4 - Bag — yij - @zi) —
—Zgj— a;- (X0 aaj + Vi Baj + 2t ¥2j) +
+B; - (xji - avj + Yji - Buj + Zji - 1)) - cos @ —
—=Vj - (Xji - B3j — ¥ji - azj) =0

ab311

Ba  Do2j TS5 b321]+

[P by 2y 2 ]

+y; - [a;);iu “byp; + aab_;ili‘ by, + 65311 b32]]

+a; -aab_;j]‘ byyi + %‘ by + a%j b311 +

+B; - :aab_;;j.j‘ by +aab_;2,j‘ by + a:;: b31z_ +

g [B b+ S by + 5 by = 0 (315)

3.1.6. A menetes csuklo

A menetes csukl6 altal kapcsolt tagok sebességének meghatarozasa céljabél a
hengeres csukd egyenleteit hasznaljuk, amelyekhez hozzarendeljiik a (2.33) és a
(2.34) egyenletek derivaltjai altal kapott feltételeket.
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(:ba:d;_dik

; (3.16)

= %(d;‘ - d}) (3.17)

]

A térben mozg6 ,i” és ”j” tagokhoz tartozo6 segédrendszerek az egybeesd O;x; és
0jix; tengelyek korill, a; és d; szogsebességgel forognak egy kiils6 rogzitett koor-
dinata-rendszerhez viszonyitva. Ezek a szogsebességek a (2.35) és a (2.36) egyen-

letek derivaltjaival fejezhet6k ki, azaz:

daj .. b23i'b33i—b23i-b33i

=qf = —( o2l (3.18)
dt by3i“+b33;
daj —q = — ba3j-b33j—b23j-b33; (3.19)
dt J b23j2+b33j2 ’

A menetes csukl6hoz tartozé tagok sebességeinek kényszeregyenletei a kovet-
kez6k:

. . _ by
Xei +Bi - (_xij “Y1i - €OSY; + Yij - ¥ai - siny; + z;; - cos B + a‘a—;;l_l) +
. 0by1; 7
+Vi'(xij',31i_Yij'a1i+a p 1)+a bi1i — Xgj —
—,6"]- . (—xji “Y1j - COSYj + Yji ¥y - sinyj + zj; - cosﬁj) -
=V (XGi - Brj = Yji-a1;) =0

ab
YGl +a- ble (xl] az; + Yij - .831 + Zij " V3i — azu) +
: : Obyai
+B; - (xij'ali‘l'yij - P1i +Zij'V1i)'Smai+a 38, +

; dbyy; .
+Vi- (xi,- o —yijay ta- a;:) Yo+
+a; - (x5 asj + yji - Baj + Zji - v35) —

—bj- (xji g+ Y Bij t+ zg ']/1]-) ‘sina; —
—Vj - (xXji - B2j — Yji - a2j) =0
7 dbsq;
ZGi+az (xl] a21+yu ,321+Zl] Vi +a- 31)_

da;

. b
=B - [(xij “ay Vi Pt zij ‘Vu') ~cosa;—a- 6[3?111] +a-bsy +

; b3y
Vi (xij By —yijrazta- a;:) Zgj —
—d; - (xji gt Vi Byt 2 'sz) +
+ﬂj'(xji'“1j+in‘ﬁ1j+Zji'Vlj)‘cosa'j—
—Vj - (xji - B3j — yji-asj) =0

70

EME



3. A SEBESSEGEK KENYSZEREGYENLETEI

Obi1i | . Obiai
98; +vi- 9y
Bi Yi

pi-

(i
_Obsy;
dyi

LI 7 abm) ~0

(4

[(bzsibssi—bzsibssi) _ <b23jb33j_b23jb33j)] -0

2 2 2 2
b23i“+Db33i b3j“+b33j

. 9bsy

dbs
a; .

Obzyi | . 1j 5  Obgy
ty da; + B 8p;

oB; :

+B; -

. 0bsy) _
+}/]" ayj)—O

6ai

a+=
2

(3.20)
ahol

Oby3;

5 Oby3;
aai + Bl

6b23i .
. + 'y
a}/i

p; :
6b33]-
0P

bysi = a;

9bss;
ay,-

SN T ;.

bysj = ;-5 =+ B +7; (3.21)

3.2. A sebességek kényszeregyenletei az O;;y; és az Oj;y; tengelyek
egybeesésekor

Az Oi*]-yi*
szerint hatarozzuk meg. Ebben az esetben a (2.39) matrixegyenlet id6 szerinti

derivaltja a kovetkez6:

= Ojiyj tengelyek egybeesésekor is a kényszeregyenleteket a 2.4. dbra

[ ,[:311' Y1i Xai] Xij by2i
Idzi Bai Vai YGil. Yij +a- ba2i +
lasi Bsi V3 ZGiJ 1” b3ai
0 0 0 1 0
[5121'] ai; By Ty Xej Xji
+a~|l?22i|— a2 Poy V2 Yo 3Z’{f -0 (3.22)
lbsziJ asj Paj V3 Zgj il
0 0 0 o0 1

3.2.1. A henger alaku csukld

A henger alaku csukld sebességeinek els6 harom kényszeregyenletét a (2.91)
métrixegyenlet adja. Az O;;y; = 0};y; egytengelyliség feltételeinek derivéltjait
pedig a (2.1) egyenléségekbdl valasztjuk ki, amelyek a (2.46) képletek derivaltjai-
val is kifejezhet6k:

af = dj‘
Vi =1
illetve
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[9321' = b32j
b1z = b12j (3.23)

A (2.6) és a (2.7) egyenléségekkel a (3.22) matrixegyenletet és a (3.23) feltéte-
leket az ismeretlenek szerint csoportositds utan Kifejezett egyenletrendszer-
alakra hozzuk. A kényszeregyenletekbdl alkotott rendszer a kovetkez6:

y o . 0bqy;

Xei +Bi - (_xij “Yii * €OSYi + Yij - Vii - Siny; + 2 - cos B + a‘a—m) +

. abiai\ | -
+Vi'(xij',81i_Yij'a1i+a'a_;i2)+a'b12i_XGj_

—,6"]- . (—xji “Y1j - €OSY; + Vi Yijc Sinyj + zj; cosﬁj) -
=V (Xi - Brj = Yji-a1;) =0

L Obyy;

YGl +a- b221 - (xl] asz; + Yij - 331 + Zij " V3i — a;:l) +
) . abzzi

+B; - | (xij - @i + yij - Bui + 2zij - vui) - sina; +a n T

. ab
+Vi- (xij Pai —Vij- At a- 6;121) Ygi +

+aj - (i sy + Yy Baj + 2z ¥s)) —
—B; - (xji - @ + yji - Buj + Zji - vaj) - sina; — ;- (xi - Baj — Vji - @zj) =0

. ) dbsy;
ZGi+ai'(xij a21+yu :821+Zl] Yot a- 32)_

da;

‘Ei'[((ij‘ali y1]~ 1i Zl’j. ,/1i).cosai_a_ 3?1]
ta-b + V — ab
T2 i (xij ' B3i yl] T a3 ta: a)/3121) Z(;]

—d; - (Xi * azj + i+ Boj + 2ji * v2j) +
+B; - (xji - @ + Yji - Buj + Zji - v1j) - cos a; — ¥y - (i - Baj — Vi - A3) = 0

5 Obig; . a17121 < ; ab121 abu]‘)
.. + . — +y —
i p TV B oy,

. 6b32i A 6b32i . ab32i . abgzj A 6b32]- . Bb32]- _
il Ty i (R wal T aa,.+/31 a5, TV, =0 (3.24)

A hengeres csukléval kapcsolt tagok sebességeinek meghatarozasara irt (3.24)
kényszeregyenletekbdl alkotott rendszerben a parcialis derivaltak fliggvényeit a
(3.4) egyenl6ségek szerint kell értelmezni, a programban pedig, mint ismert fiigg-
vényt, elére meg Kell hatarozni az adatbazisba beirt iteraciok szerinti szogek 6sz-
szes értékeire.
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3.2.2. A forgd csuklé

Az O/y; = 0;y; tengely kortil forgo csukloval kapcsolt kinematikai par sebessé-
geit meghataroz6 kényszeregyenletek a (2.43) rendszer derivaltjaibdl allnak. Eb-
ben az esetben az ,a” paraméter allandé, illetve @ = 0.

Ezzel a feltétellel a (3.24) hengeres csukléra irt rendszer a forg6 csukl6 sebessé-
gét meghatarozo kényszeregyenletek rendszerévé alakul at, azaz:

. . B} Ob+oi
Xei +Bi - (_xij “Y1i - €OSY; + Yij - ¥ai - siny; + z;; - cos B + a-ﬁ) +
. b1\ v
+Yi - (xij By ta a;fl) — Xgj —
=7 - (i - By = Yy o) —
—B; - (—xji “Y1j - COSYj + Yji ¥y - sinyj + zj; - cosﬁj) -
—¥j - (i Brj = yji - 1) = 0
Gi a; xl] a3 +yl] ,331 +ZU V3i a da; +
5 . abzzi
+Bi - [(xij “@y; + Yij - o+ Zij  yu) -sina; +a- 38, ] +
. ab ;
+Yi- (xij ' ﬁZl Yij - Qg ta- a;fl) YGj +
+aj - (% asj + i+ Baj + 2ji tv3j) —
—B; - (i - @sj + yji - Buj + 2ji - v1j) - sina; —
—¥j - (Xji - Baj — Yji - @2;) = 0
Z‘ . ab321 _
Gl+al xl] a21+yu :821+Zl] V21+a da;
. Do
—Bi - [(xij “ @y + Yij - o+ Zij Vi) - cosa; —a- ﬁ] +
. ab
+Vi - (xij B3 —yijrazta- a;fl) Zgj —
—d; - (X~ a5+ Yji - Boj + 2t V25) +
+B; - (i - @xj + yji - Buj + 2ji  v1j) - cos @y —
—¥j - (Xji - Bsj — yji - a3;) =0
5 Obig; . a17121 < ab121 v abu]‘)
Biap TV %y, ~\Bir g TV,
. ab321 Obsyi | . Obsy (. dbsaj | 5 Obsay | . bz _
Q@ 52t By (a, Sty oy ) =0 (329)
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3.2.3. A csuszka (keresztfej)

A csuszkaval kapcsolt kinematikai par sebességeinek kényszeregyenletei rész-
ben megegyeznek a (3.24) hengeres csuklék kényszeregyenleteivel. A (3.24)
egyenletekhez még hozza Kell rendelni a (3.26) feltételt, amely nullazza a két tag
kozotti relativ szogsebességet.

ﬂl* = ﬁ]* illetve [9331' - bg3j =0 vagy bl3i - 1’913]' =0 (3.26)
A csuiszka sebességeinek egyenletrendszere a kovetkezé:

. . _ by
Xei +Bi- (_xij “Y1i - €OSYi + Yij - V1i - siny; + z;; - cosf +a- —a;fl) +

. abiai\ | -
+Vi'(xij'.81i_Yij'a1i+a'a_;i2)+a'b12i_XGj_

—,6"] . (—xji *Y1j * COSY;j + Yii *V1ij* sinyj + Zj; cosﬁj) —
—¥j - (i - Brj = yji - 1) = 0

Obyy

Yoi + @ by — (xl] Qs+ Vij + Bai + Zij  Vai — aj: ) +
' : by
+,81 . [(Xij 4T +yl] 'ﬂli + zjj yli) -sina; +a- a;?]

. ab
+y; - (xij “Bai —Yijrazta- 6;21) Yo +

+aj - (% asj + i Baj + 2ji tv3j) —
—B; - (xji - @ + yji - Buj + Zji - vaj) - sina — ¥ - (xi - Baj = Yji - @zj) =0

. ) dbss;
ZGi+ai'(xij a21+yu :821+Zl] Yot a- 32)_

da;

—B; - [(xij “ @y + Yij - o + Zij - Vai) - Cosa; —a- aab—;fi] +

. . Obssr\
+a'b32i+yi'(xij'.BSi_yij'a3i+a' a;iz)_ZGj_
= (Xi * azj + i+ Boj + 2ji * v2j) +
+B; - (i - arj + Yji - Buj + Zji - vay) - cos @ — ¥ - (i - Bsj — Vji - @35) = 0

5 Obigi | . ablZl ( ; a1’12] a17121')
. + v _ + —
ﬁl aﬁl yl i ﬁ] y ay]

. Obzy; 5 Obzyi , . Obzyi ( . a17321 b321 a17321')
a; + .. + .. —|a; - e ——t ) — 0
N TR e Ul el AT
5 Obiz; | . 0Obyz ( 5 Obizj a17131')
P +vy;- — | B + =0 3.27
Bi-p V5, —\Bi 5 7 Vi 5, (3.27)
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3.2.4. A gobmbcsuklé

A gombcsukld kényszeregyenletei nem fiiggnek a segédrendszerek egymashoz
viszonyitott helyzetét6l, mint ahogyan azt a 3.14. alfejezetben meghataroztuk, a

gombcsukléval kapcsolt tagok sebességeit ebben az esetben is a (3.12) egyenlet-
rendszerrel kell meghatarozni.

3.2.5. Az egyetemes csuklé

Az egyetemes csuklé sebességeire irt kényszeregyenletek sajatos alakjat a
(2.25) egyenlet id6 szerinti derivalasaval kapjuk, amely:

by - byisj + by - bysj + b - bszj + byy; - [913j + by - [923j + b3y - [933j =0
(3.28)

A (3.28) feltételt a (3.3) és a (3.4) egyenlségek figyelembevételével, megfeleld
csoportositassal a kovetkez6képpen irhatjuk:

. [9b12i 0bjai Obsai
i'[a—ai'bm t5a, bzt 5. bt
5 . [0z 0byai Obsai
i[5 bugy + B2 by + T2 by | +
Bl aﬁl 13j aﬁl 23j aﬁl 33j
. [0b1zi Ob32i Ob3i
+Vi- [ 3y “bysj + 3y “bazj + 7: “b3sj| +
. [9bys; Oby3j Obs3; ]
+a; - Ba, b1 +ij. b2ai +ij : b32i_ +
. _ab13j 0by3j Obs3; ]
+B; - a8, “bypi + a8, “baz + o5; “baai| +
. [9bys; Oby3j 0Ob33; ]
iy, by LT baai LT b3ai[=0 (3.29)

A (3.29) feltétel és a (3.12) egyenletek egyiittesen az egyetemes csuklékhoz tar-
toz6 tagok sebességeit, meghatarozé rendszert alkotjak, azaz:

Xgi + Bi - (=xij - vai - cosy; + ¥y - vai - siny; + 25 - cos ;) +
+y; - (x4 Bui = yij - @nr) — Xgj —
—Bj - (=xji  v1, - COSYj + ¥ji  v4, - Siny; + zj; - cos ;) —
=V (Kji - Brj = Yji-a1;) = 0
Yoi — ;- (i - @z + yij - Bai + Zij - ¥ai) +
+B; - (xij - @yg + yij - Bui + 2ij - va) - sine; +
7 - (X Bai — iy - @) = Yo + & - (i - @z + yji - Bsj + 2 - ¥3j) —
—Bj - (xji - oy + ¥ji - Puj + Zji - vaj) - sina — ¥ - (xji - Poj — Vji - az;) = 0
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Zgi + ;- (xij - @i + YVij - Boi + Zij - Vai) —
—Bi - (xij - @rg + yij - Bui + 2ij - V1) - cosa; +
i (xij - Bai = Yij - @ai) — Zgj — &5 - (%ji - Qoj + Yji - Baj + Zi - ¥2j) +

+B; - (xi - auj + ¥ji - Buj + zji - vaj) - cosaj — ¥ - (xji - Paj — Yji - az;) =0
v - [a;’;ji * by3j +2b_f'b23j +%'b33]‘] +

+Bi : [a;?;fi “byz; + a;;n bysj + aab—;ji . b33j] +

+y; - [aab_;fi‘ bi3; +%‘ bysj + a;;izi ‘ b33j] +

ta; - :%‘ by + aab_;j] ba2; +%'b32i: +

+5; - '6;7;,- “ b1y +aab—;3,j' baai + aab—;jj‘ b32i- +

;- _65;13] by +aab_}2,]3] b2ai ‘|‘aab_}3,]3,j' b32i: =0 (3.30)

3.2.6. A menetes csuklo

A menetes csukl6 tagjai sebességének meghatarozasa céljabol a hengeres csukl
egyenleteit hasznaljuk, amelyekhez hozzarendeljiik a (2.33) és a (2.34) egyenletek
derivaltjai altal kapott feltételeket.

¢B = :81* _B]tk
a=-B =B

Az egymasra helyezett O;;y; és Oj;y; tengelyek koril ,i” és ,j” tagokhoz tartozo

(3.31)

(3.32)

segédkoordinata-rendszerek f3; és Bj szogsebességgel forognak egy kiils6 rogzi-

tett koordinata-rendszerhez viszonyitva. Ezek a szogsebességek (2.52) és a (2.53)
képletek derivaltjai, amelyek alakja a kovetkez6:

dﬁ‘ =B = —arcsm(blgl) = Daal (3.33)
NESLe

dp; bi3j

dt’ B; =—arcsm(b13]) 13’2 (3.34)

1_b13j
. |4 b13i b13j
a=2L. - (3.35)
2n \/1 b \/1 bis;
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A fenti képletek alakja médosul, amennyiben a (3.5) egyenleteket figyelembe
vessziik, mivel ezekkel még felirhatd, hogy:

_ dbyzi _

bisi == =BT tVi 5, (3.36)
. dbys 5 9by3 dby3
by =—2L=p; . i ! 3.37
a B,.ﬂ.;.%_ P L 9bii

L oon d2B; Loom 5}

1_bf3z A 1_l’f3i vi
1 dab . 1 0by3j
+ gL — 131+y..£._._1~°"1 =0 (3.38)

Az O0j;y; = 0};y; tengelyek kortil forg6 menetes csukl6 sebességeinek kényszer-
egyenletei a (3.16) és a (3.30) egyenletekbdl allnak:
y o . 0bqy;
Xei +Bi - (_xij “Y1i - €OSY; + Yij - ¥ai - siny; + z;; - cos B + a‘a—m) +
. dbyy; . ;

i (xij P _Yij'a1i+a'a_;i2)+a'b12i — Xgj —

—,6"] . (—xji “Y1j - COSYj + Yji ¥y - sinyj + zj; - cosﬁj) -

=V (XGi - Brj = Yji-a1;) =0

by

YGl +a- b221 (xl] az; + Yij - .831 + Zij " V3i — 2 ) +

5 . ab
B+ (i - cai + vy Bu + 75 - vas) - sina +a a;fl] +

. baai

+Vi - (xij Pai —Vij @t a- 6;12) Yg; +

+aj - (i sy + Yy Baj + 2z ¥s)) —

—B; - (xji - @y + yji - Buj + Zji - vaj) - sina — V- (xi - Baj = Vji - @) =0
; . dbsy;
ZGi+ai'(xij a21+yu :821+Zl] Yot a- 32)_

da;

: dbsy;
—Bi- [(xij “ay; + Yy Bui+ zij Vi) cosa—a- a_;f] +
. . dbsy;
+a - by + Vi (xij “Pai—yijrazta- a;lz) Zgj—
= (Xji * azj + i+ Boj + 2ji * v2j) +
+B; - (xji - auj + yji - Buj + Zji - 1)) - cos @ —¥; - (xji - Baj — Vji - @zj) = 0

5 Obigi | . a17121 < 5 ab121 . ablZ}')
o Dazi g - =0
Bi g, TV bi o TV,

77

EME



EME

3. A SEBESSEGEK KENYSZEREGYENLETEI

0b3ai 5 Obsy; . Obsy; . Obzyj 5 Obzyj . Obspj\
Lodq +hi ap; tYi ay; a; da; +h aB; 1Y ay; =0
a B..l.;.%— ..ﬂ.;.ab13i+
L o2m ,1—bf3- aBi L o2m 1—bf3 ay;
13 L
. 1 0b13; . 1 0by3;
+ ﬁj.l._. 13,]+Yj'£‘—'—13,] =0 (3.39)

Megjegyzés:

Az egyetemes csukld sebességeinek kiszamitasara irt feltételek derivaltjai alta-
lanos alakban vannak felirva.

A kényszeregyenletekbe foglalt ismeretlenek halmazat az i-edik és a j-edik test
tomegkozéppontjanak Xg;, Yg;, Zg;, illetve XG]-, YGj,ZGj linearis sebességei és a koz-
ponti tehetetlenségi fétengelyek a;, B;,v; szogeinek az a;, i, Vi, dj,ﬁ’j, y; derivaltjai
alkotjak. Ezek a géptorzshoz rogzitett OXYZ rendszerben vannak értelmezve.

A szogsebességek wy;, Wy, w4, Wyj, wyj, w,; alkotdit a kozponti tehetetlenségi
f6tengelyek rendszerében Kkell kiszamitani, a sebességek programjahoz csatolt
(1.37) matrixegyenlettel. A sebességek egyenletrendszere lineéaris, tehat az egyen-
letek szama minden esetben egyenlé Kell legyen az ismeretlenek szamaval.
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4.1. A gyorsulasok kényszeregyenletei az Oj;x; és az Oj;x; tengelyek egy-
beesésekor

A gyorsulasok kényszeregyenleteit, amelyek a mechanizmust alkot6 tagok linea-

ris és szoggyorsuldsait meghatarozzdk, a (3.1) matrixegyenlet, illetve az

Ojjx; = Oj;x; tengelyekre irt sebességek kényszeregyenleteinek és feltételeinek
1do szerinti derivaltjai szerint irjuk fel.
[ G ,[:3:11' Y1 X(;i] Xij] by1; [1:31111 [blll]
Idzi [fzi Vo Yeil. Yijf 4 g (P21 2. 4. ?211| b211|
asi PBsi Vs Zei| |PY b1 bsy;
[()l ()l pl 1lJ "1_- 0 I ()lJ l Y
dij By Vi Xej| [x
_|@2j Bzj V2j Ygi|. |Vii =0 (41)
. 5 . = Zji
dsj PBsj Vij Zgj 1
0 0 0 1

Figyelembe véve, hogy az iranykoszinuszok masodik derivaltja nagyon sok val-
tozot tartalmaz, méretileg terjedelmes és nehezen kévethetd, programozasnal
ellendrizhetetlen format kap. Ezért az el6z6 programokban meghatarozott valto-
z0k értékeit a tovabbiakban a jel61ésénél, ismert fiiggvényként kezeljlik. Ezaltal a
kinematikai parokra felirt kényszeregyenletek helyessége kovethet6vé és ezaltal
ellenérizhet6vé valik.

A fenti matrixegyenletben az irdnytényez6k masodrendd derivaltjait a (3.2)
egyenldségek id6 szerinti derivalasaval allitjuk eld. Ezek a kovetkezdk:

—p; - sin B; cosy; + ¥; - cos 8; siny; + 2;y; sin f8; sin Y —
- (Biz + f’iz) cos B; cosy; = —f; - cos y1; (By) - cosy; + ¥y - cos By (By,vi) +
+2B7; cosyy; (By) - siny; — (ﬁl +yf) - cosay; (Biy) =
= —f; v cosy; + Vi - B + 2B - Vi - vasiny; — (B + 77 - ay
= f3; - sin 8; siny; — ; cos ; cos y; + Biz cos f; siny; + ;¥; sin B; cos y; —
—¥; - (=B;sin B; cos y; — y; cos B; siny;) =
= Bi - yaisiny; — Viaq; + 2Byiv; cosy, — (B + ¥ Pui

Ay =

bri
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V1i = By - cos B; — BZ - sin B;

g = =i - @gp + Py - gy sin@; + i - Boy — ;- dai + By - dyg sine; +
+a; - By - aggcosa; + ;- Pa

PBai = =iy - Bag + Py - Puisina; — Vi - @y — d; - B3y — Vidips + By - Prg sina +
+d; - B - Bri cos a;

Var = =G yai+ B va-sina; — d; - ¥z + By - Y sina; + diBiyy; cosa; =

= —0; - y3; + B - v sina + 2d; By cos ay — (67 + BE) - va
Ga; = Gy - 0y + ;- B3 — Bi - aqi cos g + dy - gy + ¥ - By — Py - Gy cos a; +

+B; - a; - aq;sina;
Bai = Qi Poi = Vi~ @z = Pi - Pricosa; + ;- foi — Vi~ &3y — Pi - Pricosa; +
+a; - B - Pusing;
Vai = @i Vo — Bi Y- €oS @i+ & Voi — By - Vi - cos g+ a; - f vy - sina;
(4.2)
A segédrendszerek iranytényezdi parcidlis derivaltjainak id6 szerinti derivaltjai
kizarélag az el6z6 fejezetekben meghatarozott, tehat ismert tagokat tartalmaznak.

A segédrendszerek iranytényezdéinek id6 szerinti masodrendli derivaltjait a
(3.3) parcialis derivaltak alapjan, szintén derivalassal irjuk fel:

d (9byy;\ _ d 0 0 . o 0 —
—(—) = [~y1i - af; - cosy; + vy - g - siny; + ag; - cos Bi] =

dat \ ap;
_ [_T/n’ : a'fl. ~cosy; +Vi Vi a{’i -siny; + yq; - agi -siny; + 43)
+; - V1 - @9; - cosy; — By - ad; - sin f;
d (dbyy\ _ d o 01 14 0 . o
E( a;iu) T at ['Bli BT A T a’zi] = [.311' T Ayt a’zt] (4.4)
d (b, _ d 0 0 0N
E( a;l) T at [—(asi - af; + Bsi - @i + v - ad)] =
= —[ds; - af; + By - af; + Vi - gy (4.5)
d (b, _ d o 0 0N . B
E( a;in) T ar [(ali ST TR ST 2T “31‘) - sin ai] =
_ (@ af; + Pui - ad +vui - ay) - sina; + (4.6)
+d; - (g ad + By ad + vy - ad) - cosa;
d (b d ) _
E( a;iu) T [Bai - afy — @z - agi] = [Bi - afy — dai - @3] (4.7)
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d (abm) _d
dt T

da (6b31i
dat i

da;

9Bi

at [.311 Bii — ;- .321]

[azi g+ Pai A + vz aé)i] =

= [dti - @ + Boi - @y + V21 - @]

% [331' Lag — ;- agl]

[331 ag; — am]

_4a 0 0 0 —
) =7 [~(ai - afs + Bui - af; + y1i - agy) - cos ;] =
_(dli ' a?i + ﬁli . agi + }71i . agi) -cosa; +
- . 0 0 0 ;

ta; - (g aq; + Br g vy az;) csing;

[ Yii e Bu CoSy; +V1i- BZL siny; +ﬁ3l Cosﬁl] =
_ [ Vii - BLy - COSYi + Vi - Vai - B - siny; + ¥ - By; - siny;
+Vi * Vai - Bg; - cosy;

— By - B3; - sinB;

[Bri - BY — dr; - BY]

[ (“31 By + Bai - By + vai - ﬁ31)]
= [ (ds; - .311 +.331 :821 +vs3i- ,331)]

d [0\ _ d .

E( a;zaiz ) = E[(“li - By "jﬁn’ BY + v BY) sing] =

_ (@i BL + Bui - Boi + Vi - Ba) - sina; +
+a; - (ay; - Br; + Bui - Bai +vii - B3 - cos

at [321 PBri — ;- BZL]_[ﬁZL PBri — d; - ﬁZl]

) dt [aZl .811 + .821 .821 + Yai - .8311
= [dai - BYy + Bai - Bai + Vai - B3

dt _1) = %[‘(“n’ B+ Pui - B+ va 'ﬁé)i) - cos ai] =

d (
dt

(
dt

Obsy;
7

Oby3i

2Bi

) = %[ﬁﬁ By — asi - B = [Bai - BY: — i - B

)

:[—

+Yi

_ |~ (e - B + Bui - BY 4 Vai - BS) - cosa; +
+d; - (g Br; + Bui - Boy + vai - B3 - sing;

d .
P [—Vu' S VP COSY; + Vai - Ve - siny; + ¥ - cos .Bi] =

Y1i

: }’fi
Yii®

-cosy; + i

0
V2i " COSY; —

“Yii Vi o siny; + vy

Bi : Vgi - sin f;

0
“Yai-

siny; +

i

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)
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d (0bys;

E( a;:)

%(a;};fi) = % [—(0531' Vi ""331' “yg + Vi 'Vgi)] =
= [_(d3i Y+ Bai Ve + Vi 'Vgi)]

% [311' 'V10i — 'Vgi] = [Bn' ‘Vfi —ay '}’gi]

d (b  d .
E(a_;j) = E[(“u’ v+ B Ve va 'Vé)i) - sin ai] =
_ [(du ¥+ Bui Ve + Vet vs) - sina; +
;- (g v+ B Ve + Ve VS - cosa;

%(abzéi) — % [BZi . yj?l —ay ygl] = [B.Zi . y]?l — dZi . yé)l]

d (9bss\ _ d

d—( 33) = oo v+ Bai V3 +vai v3] =
= [dai * v3; + Bai " v + Vi ¥3i]

d (9bss\ _ d

E(a_;j) = [ (@i ¥2 + Bui - vai + v v3) - cos ;| =
_ [—(dn "2t Bui Vai + i va) s cosa + ]

+a; - (g ey + B Vo + Vet v s sina;

d (0bs3\ _ d 0 01 _Is 0 . 0
a(ﬁ) = ;[531' Vi~ @i Vail = [Bai vD — dai 3]

A (3.6) egyenldségek derivaltjai pedig a kovetkezdk:
d ,; ;- 5 Abyy y by dbyy; . b,y
i) =bu = B T2y T2 B (B 49 1 (5)
d r; 5 .. 0byq; .
E(bzu) = b1y = Gy -2+ - tVi-
Obyy; . abzu
ﬁ‘ dt( )+y"'a(ayi)

ab311

able ab21i

. d ab21i)
ayi + @ dt( da; +

drioN_ ¢ o dbsy . .. Obsy . . d (6b31i)
o (b31z) = b3y = + B 38, +Yi 7: ta- 24, +
a17311

i dt(aﬁ )+V¢'z(aab—;”)

d . _ . . 317121 " ablzi . d (abui) . (ab121)
o (b12i) = b12i = B; - Yi' 5, + B 2\ op, Vi 7:
d /; =g ab221 . ab221 .. by . . d (3bya

e (bezi) = boag = G0 S04 fu 08+ e G g (50) +

abzm) - (abzm)
B‘ dt( +y‘ dt \ ay;

82

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)
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(4.27)

(4.28)
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Obsy;

Obs;  Obsyi

%([)321') = 5321' =da;- da;

+ ;-

.. — 6b32i)
ap; Vi y; ta dt(aai t

5 4 (0bzy; d (0bszy;
+Bi dt( aﬁi)+ dt( ayi) (#32)
d ; 1 N a17131 0by3; i 0by3; i 0by3;
£ (bysi) = bygi = fi - Vi B2 B (5 v 5 (5 (4.33)
d I 7 . ab i A ab i . ab i . d ab i
o (Basi) = Bogy = - T2 4 B By BBy (T2 4
3. 4 (9b2si a4 %)
+B; dt(aﬂi)+ t dt(ayi (434)
d s; i .. Obszi x5 Obzy . .. Obszy . . d [bss
S (bssi) = bagy = - T2 B Ty Ty (T2 4
. dbss; dbss;
+6i- 4 ( a;f)ﬂ =( 653) (4.35)

Figyelembe véve a (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3-6) és a (3.8) egyenleteket, a (3.57)
matrixegyenletbdl, ennek az esetnek megfelel6en felirhaté a gyorsulasok elsé
harom kényszeregyenletének altalanos alakja:

Ko+ B - T 4

( Xij*V1i* COSYL+yl] Yii - Slnyl+zlj cosp;+a- 3B,
biit) | »
(xij'.gli_yij'ali_l'a'a_;l)_l'a'blli-l'

Vi i
[_xij ) (,81 JST

—¥i-vai-siny;) = vi; - (Bi - Bri — Vi vai - cosy;) —

ablll)
—Zj [)’lsmﬁl +a- dt(aﬁl

. abyy;
'(xij'.gll YVij* a11+a (6;11 )>+

+Bi ' +

+y

-~

+2-a-byy; —XGj —ﬁj . (—xﬁ Y1)t COSYj + Yji - Y1) - Siny; + zj; - cosﬁj) -
=¥ - (%0 ‘511' —yﬁ Laj) =
4 [ i+ (B - “11 = ¥j 1y - siny;) = ]_
! —Vji® (:8] .31] AV COSYj) — Zji * .Bj Sinﬁj)
~7; - (i By = i “11’) =0
by
YGl +a- ble (xl] az; + Yij - .831 + Zij " V3i — a;il ) +
db,q;
+2-a- b21l <xu a31 +yl] 331 +ZU }’31 a- _( 6;3 )) +

0byi

aﬁi]-'_

+B; - [(xij “ay + Y P+ zijve) sinag +a-
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. . . . d —ab i
(xij * @1 + Yij - Bri + 2ij ‘V1i)‘5m“i+a'3( a;il)-l-

+ay - (xg - @y + Yy B+ 2 vu) - cos

, b,y
+Vi‘(xij'.32i _yij'a2i+a'a_;i1)+

. . . d _ab i
+Vi‘<xij'.32i_yij'a2i+a.a(a;i1)>_

+B; - +

—Ygj + d; - (xji a3+ Y Btz 'ng) +

taj - (o3 - bz + Yji - Baj + Zji - V3j) —

_ﬁj ’ (xji “ayj + Y Bijt+ zg ')/1]-) -sing; —

—B; - (xji - duj + yji - Buj + Zi - V1)) - sine; —

_Bj "G (xji “ayj+ Vi Ptz 'ylj) - cosaj —

~Vj - (i - Baj = Yji - @2) = ¥y - (i - Baj = Vji - dzj) = 0

s dbsy
ZGi+ai'(xij'azi+Yij'.82i+zij’yzi+a'i)+

alli

aai

. . : . d (b3
ta;- (xij'azi +Yij  Bai t Zij  Vai +a'a(i)>—

. dbsy;
—Bi <(xij “@yi + iy Pui+ 2 Vi) - cosa; —a- a;?) -

+

B [ (xij‘d1i+yij-Bu+zl-j-)'/1i)-cosai—
—B; -

. . d (8bsy;
—d; - (x5 aqi + yij - Bui + Zij - vai) - sine — a‘E(a_ﬁi

, o " dbsy;
+a’b31i+2'a'b31i+yi’(xij'.33i_Yij'a3i+a'a_;i1)+

i <xij Bai = yij - i +a-%(:b—;i”)> —Zgj—

—a - (in "0z + Vi B2yt Zji '}’zj) -

—a;- (xji Qi+ Yji 'sz + zj; '}72,-) +

+Bj - (x5 - auj + yji - Buj + 2ji - v1)) - cos @ +

+B; - (xji - duj + Yji - Buj + Zji - V1)) - cos @ —

_'ﬁj "G (xji “ayj + Vi Prj t zji 'ylj) -sina; —

~¥j - (i Baj = Yji - @3j) = Vj - (i - Baj — Vji - ds) = 0 (4.36)
A tovabbiakban is csak az als6 osztalyu csuklok sajatos gyorsuldseloszlasait

vizsgaljuk.
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4.1.1. A henger alaku csuklé

A henger alaku csukld gyorsuldsainak elsé hdrom kényszeregyenletét a (4.36)
egyenletrendszer adja. Az egytengely(iség (4.37) feltételei pedig a (3.8) egyenlet-
rendszer két utolsé egyenletének derivaltjaival van kifejezve, a (4.27) és a (4.29)
egyenldségek szerint, a (4.38) rendszerben.

?111‘ - ?11j =0
b31i - b31j =0 (437)
s Obq1i . ab ab . d (0bq1;
b i b (Ga) v @ (5 -
|7 abu] abu] Ob11j d (0byyj\\ _
<BJ ap; TV th 3 (aﬂ i w\ ey, )) =0
. a17311 5 a17311 . Obsyy | . ‘i(abmi) 5. _i(abmi)
al +Bl i l ayl +al dt da +ﬁl aﬁ +
. Obyy , s Obsy abgi, b3y
ovsny | e T R *t Fha e ) |
+yl dt( ayi ) - Ob3zqj + 6b31] B
ﬁf dt aB; Vi dt dy;
(4.38)

4.1.2. A forgé csuklé

A forgé csukldval kapcsolt kinematikai par gyorsuldsainak kényszeregyenleteit
a (4.36) egyenletek sajatos alakjabol és a (4.38) feltételekbdl allitjuk fel. A forgd
csukl6 feltételeinek megfeleléen az ,a” paraméter allandd, tehdt az a = d = 0,
amely szerint a (4.36) egyenletrendszer a kovetkez6képpen mddosul:

3b11i) +

“Y1icSiny; + 2z -cosf; +a-
oB;

dbyy;

S

i (xij Bri = yij Gy + a‘%(%)) +
[—xij - (Bi - @ui — Vi - vai - siny;) =]

+p; - |—3’ij - (Bi+ Bui — Vi - vai - cosy;) —i—
| -z Bisinf; +a- —(aab—;l“) ]

_XGj —ﬁ] . (—le’ . }/1] . COS]/] +y]l }/1] . Sin]/j + Zji . COSﬁ]‘) -
=¥+ (i Brj = yji - ;) =

Xei+ B (_xij *Y1i - COSY; + Yij
Vi (xij “Bri —yijrata-
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p- [ i (B “11 =¥; ¥ -siny;) = ]_
! —Vji® (:8] .31] 4T COSYj) — Zjj '.Bj Sinﬁj)
~7; + (% Brj = vji - “11) =0
5o b,y
YGi_ai'(xij'a3i+Yij'.83i+zij'y3i_a'i)_

alli

: ; . b
_al'(xij'a3i+yij'.33i+zij'y3z a- —( 21)>+

da;

.. bau;
+Bi- (xl] all+yl] .811+Zl] yll) sina; +a- a;:)"‘

dbyy;
+ B [(xu @t Yy But 2y ) sinag +a- _(a_;)Jr +
(xl] ayi +Yij - Bui +zij - )/11) cosa;
7 0b,1;
+Vi- (xl] .821 yij'a2i+a'a—}2li1)-|—

_YGJ'""dJ"(xji'“3j+3’ji'ﬁ3j+2ﬁ'}/3j)+

+a] (xji dsj + Vji - BB] + Zj; )73])

_'81 (x]l ayj+ Y- 31] + zj; - V1]) sina; —

_:81 (x]l daj + Yy - Poj + Zji - 1aj) - sinag —

_'BJ a; (x]l ayj+ Yji: .81] + zj; - yl].) cosa; —

‘Vi'(xﬁ'/)’z/'—yﬁ'azj)—f/j-(xﬁ-sz—yﬁ-o‘zzj)=0
ZGL"'(XL’ xl} Azi + Yij Bai + Zij vt a- ab3“)+

aai

0b3q;
a21+yl] .321+ZU y21+a _t(a_;j)>_

(xij ay + Y '311' + z; '711’) -cosa; —
. d (0bsq;
(xij s+ yijc B+ zij V1i) sina; —a-—- (ﬁ)
. ab
+ Yi- (xl] ﬁ yl] as; +a- a;ll) +

. ; Obsy;
+Vi'(xij'.33i_yU as; +a- (a;ll )>—
_ZGJ (le azj +y]l Baj + zji - sz)
_a] (x]l a2] +y]l .82] +Z]l VZ])"'
+ﬁ1 (%0 azj + yji - 51, +zj; - ¥1j) - cos a@j +
+ 'BJ (x]l al] +Vji .81] +Zzj; Vl]) cosaj —

+

0b3q;
,Bi ((xl] i tYij e .311+Zl] V11) cosa; —a- a;’:>_
el
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= Bj-a (i~ @y + i By + 2 'V1]:) -sinq; —
— Vi (i B3y — Vji - az;) =V (X5 - Bsj — yji - dzj) =0

Obyq;

M . abui A d (abui) . d (ablli)
BiTop TV TR g ) 1wy,
abu, y Bbu] Bbu] ab.1;\] _
[BJ Bji ¥ ﬁl at \ aB; +v; at\ oy =0
ab311 abgu y LT d(ab31i) . d(6b31i)
+ﬁl Vi dy; ta dt \ da; + B dt \ 9B; +
. abm)
+ yl dt( a)/l'
. Obsyj 6b31] . 6b31] bs,
G S TP Sp TV 5, T4 5\ Gg, ) T

=0 (4.39)

6b31] dbsy;
pos(Ed o dt(ay,)

4.1.3. A csuszka (keresztfej)

A csuszka gyorsuldsainak els6 harom kényszeregyenletét, akarcsak a hengeres
csuklé esetében, az altalanos alakban irt (4.36) rendszer adja.
A (4.36) egyenletrendszerhez még hozza kell rendelni azokat a feltételeket,

amelyek kizarjak az 6sszes relativ szoggyorsulasokat a két tag kozott, mint példa-
ul:

?111‘ - l:’:11j =0
?311‘ - ?31j =0
b33i - b33]‘ =0 (4.40)

A (4.40) feltétel harmadik egyenlete altaldban mar a poziciok meghatarozasa
utan kiesik, mert nagyon ritka az a mechanizmus, amelynek cstiszkaval kapcsolt
tagjai koziil valamelyik tag egyszerre két tengely koriil fordul el.

A (4.40) egyenletrendszer kifejtett alakja a kovetkezd:

s Obi1y .. Obiyy 5 d (abm) . d (abui)
.._+.._+ ..__+..___
Bi 5 Vi, Bi 35, Vi oy,
abn] abn]

s dbyy, d (9bay)] _
[ﬂf a6, Vi +8;- dt( )+yf dt(am)]_o
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. Obsqi | 5 Obgyi . Obzai . 6b311) 5.4 6b311)
Lo9a; +hi aB; tVi ay; ta dt(aa +hi (6Bl +
,  Obzyj Obzqj ab31j —s Ob3qj
+ vy, - i (ab31i> _ aj da; * B] 9B * y v + a] at \ daj " =0
Yig dy; +B' _d (b3 s _d (9bsy; =
T ac\ ap; Vita ay;
o Obs3; Q.. Obss; .. (6b331) (ab33z) _
al aai +ﬁl aﬁ +al ﬁl dt aﬁl
[ Obszj | 5 Obssj Obss;j _d (9bssi\) _
(a] P+ B+ g dt(aa +ho 1)) =0 (4.41)
4.1.4. A gombcsuklé

A gdombcsuklohoz tartozd gyorsuldsokat meghatarozé kényszeregyenletek a
(4.36) altalanos alaku egyenletrendszer sajatositasaval fejezziik ki. Vegyiik észre,
hogy az ,.a” paraméter és derivaltjainak értékei zérus értékiiek, igy nem szerepel-
nek az alabbi egyenletrendszerben:

Xei+ B (_xij “V1i * COSY; + Yij - Vai - siny; + z;5 - COSﬁi) +

+ ;- (xij - Bui — ¥ij : @) +vi (xij - Pri —yij - dni) +

+B[ _'xij'(ﬁi'ali_yi'yu'sinyi)._ ]_ i —
"y (Bi B — i vai - cosyi) — zij - Pisin B !
—ﬁ] (—xﬁ “Y1j - COSYj + Yji V1 - sinyj + zj; - cosﬁj) -
=7+ (i '/311 _yji o) =
4 [ i (B “1]‘ = ¥j¥1j - siny;) — ]_

g —Vji* (ﬁ] ﬁl] Y15 COS)/]) 'i'Bj Sinﬁj)

~V (le ﬁl] Yji* “11) =0

Vor = d; - (xij - atai iy - Bai + zij - var) = i [y - dai + yij - Pag + 25 Vai] +

+ ﬁl [(xu ay + yij - Bui + 2 Vu) sin al] +

. (XU all+yl] .811+ZU y1i) - sina; + ]
+ ,81' +
+a; - (xl] ay +yij - B + Zjj - Vu) cos a;

+7¥i- (XU * Bai —Vij * a’zl) +7y; - (XU '821 Vij * (y; _|_) YG]
+a; - (le a3ty B3tz ng) + q;- (xﬂ ts3j+ Vji* [33] + 2 .]',3].) -
=By (i @ + i Pt zji: ¥1j) - sina; —
_Bj (i @ + i - By + 2y 1ag) sinag —
_ﬁl a; - (xll ayj+Yji- ﬁl] + Zjj - V1].) cosa; —
— Vi (i B2j = Vji- @2j) =V (% - Boj — Yji - dz) = 0
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Zgi + di - (xij - a0+ Yij - Boi + 2 Vai) + b (i G+ Yij - Boi + 245 Vi) —

— B - ((xl] ay; +yij - Brit+zij Y1i) - cos a; )

; (xij - dai + ij - Bui + 2ij - Vi) - cos a; — ]
—Bi - . i +

- (xij cay; + Y Bt Zij 'V1i) -sin a;

+ ;- (xij - Bai — vij - @si) + Vi - (xij - Bai — vij - dai) — Zgj —
—4- (% - @2j +Yji - Baj + 2t V2;) = &5 (X - o + Yy~ Boj + Zji - V25) +
+ﬁ1 (xji‘“1j+)’ji‘ﬁ’1j+zji'Vlj)~cosaj+
+ Bf (% - daj +yji - Buj + Zji V1)
_,81 d]'(xji'a1j+}’ji',81j+Zji']/1]:)'sinaj—
— Vi (i Bsj = Yji-az) =V (%0 B3y — Yji - dz) =0

+ COS (lj -

(4.42)

4.1.5. Az egyetemes csuklo

Az egyetemes csukl6 gyorsuldasainak kényszeregyenleteit igy kapjuk, hogy a
gdmbcsuklé (4.42) rendszerét az alabbi feltétellel egészitjiik ki:

byy; - bizj + 2byq; - b12j + byq; - B12j + byy; - by, + 2byy; - bZZj +

+ byy; - Bzzj + bay; - bz, + 2bsy; - [932j + b3y - B32j =0 (4.43)

E feltétel altalanos alakja a (3.14) feltétel derivaltja, azaz a szamitasok részlete-
zésével:

. 0byy; abzu a1’311
a; - ( 2a, bz + Py bzz; 2a, b32]) +

Tt 25 e 029 5
+f; - (abmbu] ab;lubn] ab;lub32])+

+lan g (Gar) + i (5) + 7 ()] oy +

. [9b1xi 4 b | bau
+Vi'[_lb12j _lbzzj a_lbszj +

. a1’311) 5 (ab311) . (ab311)]
+ [a‘ dt ( da; B dt tVig bszj +

+d; - [abm biq; + ab—zj]bzu + abgjj bs1;

oo (52) + By (52) + v (52 i +
+ﬁj ) [a;);] bi1; + a;;“ ba1i + a;];z] b3y | +
) e () 2
) [ By + 52 by + B2 | +
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0bs, b3, b3,
el i (Gar) + i (5) + (5] s

oy
. ablll . ablll -' ablll] abiz; . 0b1z; - 0byyj
42 [q Lty gy 2 [ Ly gy Ty 2
. abzu . abzu Vi abzu] a17221 0byz; - 0byyj
42 [a Ly g Lty [ Ly gy Ty 22
. ab3u . a17311 Vi 6b3u] a17321 0b3z; - Obzyj|
+2- [d; - oy T [ Lt By 5 =0

(4.44)

4.1.6. A menetes csuklo

A menetes csukl6hoz tartozé gyorsulasok meghatarozasara a (2.16) kényszer-
egyenleteket és a hengeres csukld feltételeit hasznaljuk. Ezekhez a feltételekhez
hozzarendeljiik a (3.16) és a (3.17) egyenletek derivaltjait, amelyek rendre:

$o = dj — @ (4.45)
illetve
=2 @ -an (4.46)

Az ,I” és ,j” tagokhoz tartozo6 segédrendszerek az O;;x; és Oj;x; egybeesd ten-

gelyek korul ¢; és @ szoggyorsulassal fordulnak el. Ezek a szoggyorsulasok a

(3.18) és a (3.19) egyenletek derivaltjai, részletezve az alabbiak:

& =— ((523i'b33i—b23i'533i)'(b23i2+b33iz)—2'z(bz3i'17233i—b23i'b33i)'(b23i'bz3i—b33i'b33i))
(b23i“+b33;°)?
(4.47)
@ = — ((523j'b33j—b23j'533j)'(b23j2+b33j2)—2'(bz3j'b33j—b23j'b33j)'(b23j'bz3j—b33j'b33j))
7 (1723]‘2"'1733j2)2
(4.48)

Ha a (3.3) és a (3.4) egyenleteket behelyettesitjiik a (4.46) egyenletbe, a mene-
tes csuklé harmadik feltételét kapjuk:

(b3ib33i=ba3ib3si) (basi® +b3si®) =2 (D23ibssi=ba3ibssi) (D23ib2si—bssibssi)
r . (bzsi®+b33%)?
21t | (Basjbsaj—bazjbss;)-(b2sj+bssj?)—2-(b2ajbssj—b2ajbssj)-(bazjbazj—bazjbasj)
(b3 +b33;%)?

a+ =0

(4.49)
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4.2. A gyorsulasok kényszeregyenletei az 0;;y; és az 0j;y; tengelyek egy-

beesésekor

A (3.22) egyenlet id6 szerinti derivalasa utan felirhat6 az Oj;y;" és O;;y; egybe-

esésének megfelel§ gyorsuldsok matrixegyenlete.

dy Pu Fu Xa Xij bia; [[9121] [b121]
Gy Pa Va Yail. y‘l_ 4 baai +2.4- baai +a- baai| _
Az P Vai Lo le] 32i bayi bsa;

0 0 0 1 0 0 0

G Py Vi Xe Xji
_ d’zj .sz sz YGj . Yii =0
dsj Psj Vi Zgi| |
0 0 0 1
(4.50)

A (450) matrixegyenletb6l a (4.36) rendszerhez hasonl6, de az
0;;y; = 0j;y; tengelyeknek megfeleld kényszeregyenletekhez jutunk, amelyek a
kovetkezok:

Xei + B - (
(

Vi

ab
Xij*Y1i " COSY; + ¥ij - ¥Y1i - Siny; + z;; - cos By + a a;;l) +

P12\ .
Xij - Pri—Yij-a +a ay,l) +d - byp +

i (Bi g — Vi vy - siny) —

. , 2T
—Yij '(ﬁi'ﬁli_yi'yli'cosyl) Zij - .BLSIH:BL)-}'a dt(@[l?z)

+5; -

. . Obysi . .
+vi- (xl] Bii—yij - dy+a- _(a_;z)> +2-a- by —Xgj —

—ﬁj . (—xji “Y1j - COSYj + Yji ¥y - sinyj + zj; - cosﬁj) -
=¥+ (i * Baj = yji - o) =

_B" [ (:8] a1 — V] Yij - Slny]) - ]
! —Yji (ﬁ] ﬁl] i Vij° COSy]) Zji B] Slnﬁ])
~v; - (% Buj = i 0(1]') =0
P by
YGl + by — (xl] asz; + Yij * Bai + Zij " ¥Y3i — azz ) +2-a- b221
i ; ; 9ba2i
—a;- [xij Sy + Vg Bai + 2y Vs —a- —( 2a; )] +
] ab i
+B; - [(xij @y +Yij- P+ zij i) sina +a- a;f] +
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(xij - g + i Bui + 2 - yy) - sina; +a- (a:;f‘)+
+a; - (g aq + Vi Pt Zij Y1) - cos @
+Vi‘(xij'.32i—Yij'azl"l‘a'a;]—z:i)+

+Vi- <xij Poi—yij Gy ta- —(65;21)> — ¥+

;- (%1 - s+ Vji Baj + Zji - Vag) + &g+ (e daj+ Yji- B3y + 2 V3p) —
_ﬁj ’ (xji “aqj T+ Yji 'ﬂ1j + zj; -}/1]-) . sinaj —

_Bj ) (xji Saqj + Yji 'B1j + zj; -}'/1]-) -sina; —

—Bj ’ dj ' (xji caqjt+Yji '[)’1,- + Zj; -)/1]-) cosaj —

—¥j - (i - Baj = Yji - @2) =¥y - (Xji - Baj — ¥ji - dzj) = 0

+5; -

) ) ab
Zgi +4a;- (xu Ui+ Yij  Bai + Zij Vi ta- 3;?) *

. ab
+a; - (xl] a21+yl] ﬁZl+Zl] V21+a dt( 321)>_

da;

. dba;
—Bi <(xij “@y; + iy Pui+ 2 Vi) - cosa; —a- a;fl> -

; (xij "y +Yij ‘Bu‘ + Zij 'hi) -cosa; —
—B; - N
| )

. . b3y
—d; - (x5 - @yg + Yy - Bui + 25 - ya) - sine —a- —( 28,

, o " dbsy;
+a’b32i+2'a'b32i+yi’(xij'.33i_Yij'a3i+a'i)+

v
. . db3y; ..
+Vi'<xij'.831 Yij * a3l+a (6;12 )>_ZGj_

—dj - (x5 - @z + Vji - Baj + 2ji V2j) —

—d; - (i - daj + Vji - Boj + Zji V2j) +

+ﬁ]’ ’ (xji g+ Y Bij t+ zg ']/1]-) ~cosa; +
+B; - (xji - duj + Yji - Buj + Zji - V1)) - cos @ —
_Bj "G (xji “ayj + Vi Prj t zji 'ylj) -sina; —

—; - (i - Baj — Vji - asj) = ¥Vj - (xji - Paj — yji - d3j) = 0 (4.51)

4.2.1. A henger alaku csuklé

A henger alaku csukl6 gyorsulasainak elsé harom kényszeregyenlete megegye-
zik az altalanos alakban irt (3.7) rendszerrel. Az O;;y; = 0;;y; tengelyekre vonat-
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kozd egytengelyliség feltételeit a (3.23) és a (3.24) egyenletek derivaltjai adjak,
azaz:
5121' = B12j

5321' = B32j (4.52)
Bi ‘aab—;gfi‘l'ﬁ.’i '%(a;—;i)‘i'?i "Zb—f‘l'}"i '%(zb—f)—
—[ﬁf'aé’;f’ b dt<“““>+n--a;’;?wf-%(as’;i")]=0

0B;
.. 0Obsy; . 0b3y;
+yi.ﬁ+yi.a(ﬁ)_

2% 2%
.. Obzyj 0Obs,j Obsyj
A dt( ) B aﬁ +
- J ) =0 (4.53)
,8 Obsz; + .' Obsazj vyl 0Obs,j
Jat aB; ay,- I at\ ay;

A (4.51) egyenletek a (4.53) feltételekkel egyiitt, az O;;y; = 0;;y; O;;y; = 05y}
tengelyen kapcsol6dd henger alakd csukl6hoz tartozd gyorsuldsok kényszer-
egyenleteit alkotjak.

4.2.2. A forgé csuklé

A forgd csukloval kapcsolt, 075y = 0j;y; tengelyeknek megfeleld kinematikai
par gyorsulasait meghatarozé kényszeregyenleteket a (3.25) rendszer id6 szerinti
derivalasaval kapjuk. Itt is érvényesek a (4.51) a = @ = 0 sajatos esetek és a
(4.53) feltételek, amelyekbdl felirhaté:

. . . ab i
Xei +Bi - (_xij “Y1i - €OSY; +Yij - ¥y - siny; +z; - cos i +a- a_;;f)

’ b1y
+Vi’(xij',31i —yl‘j'“u"‘a'a—;:)"‘

. . . a —ab i
+Yi - [xu Bri— yij +a'3( v )] ¥
—xij (Bi - ani — Vi vai - siny) — yij - (Bi - Bui — Vi - Vi - c0sy;) —

dbya; -
—2z;j - BisinB; +a- (a;)

—XG]- —ﬁ’j . (—xji “Y1j - COSY; + Vi Vaj - sinyj + zj; - cosﬁj) -
=Yj - (i * Brj = yji - o) =

+B; -

93

EME



4. A GYORSULASOK KENYSZEREGYENLETEI

94

+B; -

Vi -

i -

+d;

_ﬁj

+t; -

b

—B; -

+¥i

i -
—d; -
+; -
+p; -
—f; -

: [(xij “0q; +Yij Bui + Zij  Vai) cosa; —a-

[ (ﬁ] a5 — ]7] Y15 - Sinyj) - ] _
—Vji® (:8] .31] AV COSYj)_Zji'ﬁjSinﬁj)

(o Baj — i - “11’) =0

by
'(xij'a3i+yij'ﬁ3i+zij'y3i_a'_l)_

da;

. : . ab
: [xij 3+ i Pai tzij Vi —a- —( 221)] +

da;

: ab
: [(xij “ay + Yy Btz yy) sinag +a- 221] +

B
(x5 aq; + Yii ,8 i + 2 - V1) - sing; +a~—(—ab22‘)+
ij " A1 ij " P1i ij " Vi i at \ ag,; +
+a; - (xij - aqy +Yij - B+ Zij - V1) - cosa;
dbys;
(xij “Bai —yijrata- a;fl) +

5 0D,y
[xij'ﬁzi_yl] Gy +a- dt( 22)] YG]

(i g+ yji By + 2z vsy) + g (i bz Yy B+ 2 Vag) —
' (xji “ayj+ yji - B+ 2z -}/1]-) -sina; —

—f; -
—f; -

(xji aqyj +Yji - Bij + Zji 'T’1j) sina; —
q - (xji i Buj + zi ‘V1j) *cosaj —

(Kji - Baj = Yji - @2)) = Vj - (Kji - Baj = Vji - dzj) = 0

b3z
(xij'azi‘l'Yij'ﬁzi+zij'yzi+a'i)+

a(li

Xij - o + Vi Boi + Zij - Vai + a'%(zb—;:)] -
Obsy;
aB; ] B
(xij - das + Vij - Bui + 2ij - Vai) - cos a; —
—d; - (i - @y + yij - Bui + 2i5 - ya) - sine — a‘%(%) ¥

ap;
db3a;
: (Xu‘ Bai—yijrazita- a;fl) +
3. — 4 (Obsai\| _ 5
Xij B3 —Yij-dzta- 27: Gj

(xji - @z + i Baj + 25 'sz') — dj - (x5 - g + Yji - Baj + 2ji V25) +
(xji'alj + Yji - Brj t 2z '}’1,-)'005(1,- +

(xji “a1j+ Vi '311 + zj; 'T’1j) scosaj —

a; - (xi - aaj + yji - Brj + 2 ay) - sina —

(i - Bsj = Yji - a3)) = V; - (i - Baj = Yji - d3) = 0
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g 9bwi g .i(%) RCLEL IS .i(%) —
ﬁl aﬁl +ﬁl dt aﬁ +yl ay +yl dt ayl

_ a1712] a1712] P 12] a1712] _
-5 () St () =0

.. Obsy | . (abm) - ab321 . (abgzi) .. Obsy . d(6b32i)_
a; da; +al :Bl :81 3B; +VL _+YI dt

ayi ayi
.. Obzyj Obzz; . 6b32] Obszyj
“f'aa,+1dt< ) /31 B g a8, +_0 45
B , ab32j ab321 B (454)
4y, = 4
J ay; ] at ay;

4.2.3. A csuszka (keresztfej)

Az Oj;y; = 0j;y; tengelyen elmozduld csuszka gyorsuldsait meghatarozo6 elsé
harom egyenlet megegyezik a (4.51) kényszeregyenlet-rendszerben talalhato elsé
harom egyenlettel. A (4.51) rendszerhez hozzarendeljiik a (4.53) egytengelytiségi
feltételt, valamint a (4.55) tengely koriili elfordulas feltételét, hogy kizarjuk ezaltal
a két tag kozotti relativ elfordulast. Ez a (4.33) feltétellel is kifejezhetd:

b13i - b13]‘ =0 (4.55)
Az O;;y; = 0;;y; tengelyen mozg6 csuszka gyorsuldsait meghatarozd egyenlet-
rendszerbe beépitendd feltételek a kovetkezok:
5. . Obai '..i(%) i, 9bazi -..i(%)_
ﬁl aﬁl + ﬁl dt aﬁ + yl ayl + yl dt ayl
_[p, 2P dby,; by, ab:2;\] _
[ﬁl aB; +B;- dt( )+y, ay; tita ay; )1~ 0

. 6b32i . 6b321 - 6b321 A d 6b32i . 6b32i . 6b321
e —( ) Bi - ﬁi';( )+Vi' +Vi ( )—

9B; 9vi 9vi

.. Obsyj 6b32] a1732] Obs;j
aj - da; ta % g 'BJ ap; ﬁl dt ap; +

=0
"..% o . A (9bsz
Y ay; T dt( ay; )
5 Obisi 5 d (9biy . Obizi , . d (Obi3)
Bi 3B, + B dt( 6/3-_) +Yi a7, + Vi o (—an )
5. ab13] ab13] . ab13]- . ab13] _
[ﬁ] 9B ﬁ] dt( ap; )+ y] dy;j +y] dt( ay; )] =0 (456)

4.2.4. A gombcsuklo

A gombcsukl6 gyorsuldsainak kényszeregyenleteit a (4.42) egyenletrendszer adja.
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4.2.5. Az egyetemes csuklo

Az egyetemes csukld gyorsuldsai kényszeregyenleteinek elsé harom egyenletét

ebben az esetben a (4.42) egyenletrendszerbdl vessziik. Az egyetemes csukléra

jellemzé sajatos feltétel pedig a (3.28) egyenlet id6 szerinti derivalasaval hataroz-

hat6 meg, azaz:

by - byisj + 2by; - bl3j + byy; - Bl3j + by - bysj + 2byy; - bz3j +

+byi - 523]- + by - bssj + 2bsy; - b33j + b3y - B33j =0

(4.57)

A kérdéses feltétel altaldnos alakjat pedig a (3.29) Osszefiiggés derivalasaval

kapjuk:

96

0bqzi
da;

a13121)
+ [al dt ( da;
Obyy;

+hi - [ L1
+ [dl dt (a;j;fl)

. [9bisi
i [ a;z

a13321)
+ [al dt ( da;

.. |9bizj
+a; - [ bizi

by3;

da;

. 0by3;j
i () +

. [ab
+B; - [a;] b1z +

13j ¥ 55- 38,

abzm a17321
—=by3; + b23] b33]

5 ablZL)
Bi dt( +

abZZl

Vige (5] bus +

by
byzj +—2= b33]] +

+hig (i) + e Gl sy +

dbyyi Abaai
+ib23]‘ +a_32b33]] +

Bl dt (abm) tVig dt (317321)] b3z; +

ob 0bss;i
+_23,]b22i + 33,] b32i] +

5 0by3 0by3
B; dt( ])+yldt<ay ])]‘blzi-l_

abz31 abss;
b221 b32£

N [ .] 4 (6(;7:1) B] 2 (6bz3]) 4L a <6§;3])- byy; +

+]7]' ’ [65;3] b121 ab23] b221 ab33] b321]

N '.] 4 <ab33,) o a <ab33,) ;2 (a;j;jj)_ bayi +

2 [ 2 g ] (g 2ty Pty )
[ 2y ][ Bt By, B
1. [di ab321 + ﬁz . 6;7[351' +;- B;J;lzl] . :dj . B;J;jj + Bj . O;J;jj .j . B;J;j} —

(4.58)
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4.2.6. A menetes csuklo

A menetes csuklo 0j;y; és Oj;y; egybeesd tengelyek koril elforduld ,i” és
.+ tagok gyorsuldsainak meghatarozasara a hengeres csuklé kényszeregyenle-
teit hasznaljuk. A (4.51) egyenletek és a (4.53) feltételek mellé rendeljiik a (3.31)
és a (3.32) egyenletek id6 szerinti derivaltjaibdl kapott feltételeket, azaz:

$p =B = B} (4.59)
i = (B = B (4.60)

A (3.31) és a (3.32) egyenlSségek derivaltjai pedig az aldbbiak lesznek

i / 2 H2 1
byzi [1=by3;+bi3i b1z 2
J1bis;

dﬁ: % d b13i
P pr=2 = 4.61
dt B dt 2 1-b%,; (461)
1- b13l
. . 1
by3j- 1—b§3j+bf3]-~b13j~—
. _ N s
dﬂ] _ ﬁ b13j _ ! b13j (4 62)
dt J T at - 1-b2,; ’
J1 bls; 13]
Ezekkel a (4.60) egyenlet a kdvetkezo6 alakban irhato:
Brap- |1- b13l+b13lb131J7 basj [1-b by +biy b“’JT
. 13
i=L. d (4.63)

2 2
2n 1-b%,; 1-bZ;;

Figyelembe véve a (4.33) egyenl@séget, felirhat6 a (4.63) egyenlet kifejtett alakja:

3,28 [ [ ab ab
131. 1— bf3l+yl a131. 1— bi31 [ﬁl o 131. l dt 13l ] 1— b131

131
5 0b13j 2 2 13] b 131 2
p Bigp; 1™ b131+yl a 102+ By g Vi _b131

a—
21 1— b13]
1
| by3i°b1szi b13j'b13j' > |
\+ 1-bi3; 1—b13]- /
2 2
1-bis; 1_1713]'

(4.64)

Az Olf“jyg" = Oj*iy]f" tengelyek koriil elmozdulé ,i” és ,j” tagok gyorsuldsainak
kényszeregyenleteit a (4.64), (4.51) és a (4.53) egyenletrendszerekbdl alkotjuk:
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Megjegyzés:

A mechanizmusok pozicidit, sebességeit és gyorsuldsait meghatarozé kényszer-
egyenletek altaldnos alakban vannak felirva.

A gyakorlati alkalmazasokban a fenti kényszeregyenletek sokkal egyszeriibb, az
egyes sajatos eseteknek megfeleld alakra hozhatok. Ha sikban fekvé mechaniz-
musroél van sz6, akkor a sikra merdéleges tengelyek egytengelyliségre vonatkozd
feltételei hidnyozhatnak, a kényszeregyenleteknek a szdma harommal csokkenhet,
mivel a tagoknak csak két linearis és egy szogsebesség-valtozoja van.

Ha a sikban kapcsolddo, hengeres, forgd vagy menetes csuklé szimmetriatenge-
lye csak 6nmagaval parhuzamosan mozdul el, akkor a segédrendszer iranyténye-
z06i valtozatlanok, ezek derivaltjai nulldk, a csuklékhoz tartozé kényszeregyenle-
tek szama pedig hdrommal csokken.

A tagok sebességét, gyorsuldsat meghatarozé kényszeregyenletekbdl alkotott
egyenletrendszer mindig els6fokd egyenletekbdl tevédik ossze.

A sebességek és a gyorsulasok kényszeregyenleteinek szama mindig egyenl az
ismeretlenek szamaval.
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KENYSZEREGYENLETEI

5.1. Alapelvek

AKar az el6bbi fejezetekben bemutatott matematikai modellek esetében, kiindu-
l6pontként a mozgod tag kivalasztott pontjanak helyzetét kell felirni egy helytalld
OXYZ koordinata-rendszerhez. E célbdl, jelen esetben, a mozgé tag tomegkozép-
pontjanak X;, Y¢;, Zg; koordinatit, a tehetetlenségi féiranyokra épitett koordi-
nata-rendszernek az allé rendszerhez definialt Euler-szogeit, valamint a kivalasz-
tott pont sajat koordinatait hasznaljuk fel. Ez utébbit a konstrukciés megfontola-
sok miatt célszerii a segédrendszerben kifejezni, majd a tehetetlenségi f6iranyok
rendszerébe atirni.

Az Euler-szogekkel kifejezett kényszeregyenletek ugyanazon elv alapjan vannak
felirva, mind a haromtengelyes forgatas esetén. A kiilonbség abban 4ll, hogy jelen
esetben a kényszeregyenleteket csak a két forgastengelyre lehet felirni.

A mechanizmusok kinematikai vizsgalata attekinthet6bbé valik, ha a vezet6 tag
forgastengelye, illetve a kiegyensulyozé tengely egybeesik az Euler-szdég alapt
transzformaci6 elsé forgastengelyével.

Legyen ,i” és ,j” egy térbeli mechanizmus als6 osztalyt csukloval kapcsolt (hen-
geres, forgd, csuszka, csavar, gombcsukl6 vagy csapos gombcesukld) két tagja, mint
ahogy azt az 5.1. 4bran szemléltettiik.

Amint a 2. fejezetben talalhaté 2.1. tdblazatban rendszereztiik, a kinematikai pa-
rok vagy egy szignifikdns kozos tengellyel (1, 2, 3, 4), vagy pedig egy szignifikans
kozos ponttal (5, 6) rendelkeznek.

Az 5.1-es dbran az ,i” és ,j” tagok a fent bemutatott kinematikai parok egyikével
vannak kapcsolva. A feliras altalanos, innen pedig sajatositassal levezethetk az
alsé osztalyd kinematikai parok dsszes eseteihez tartozé egyenletrendszerek.

A két kapcsol6do taghoz tartozo, a kdzponti tehetetlenségi fétengelyekre épitett
rendszer helyzetét egy rogzitett OXYZ rendszerhez hat altalanos koordinataval

adjuk meg: ezek az Rg; (X¢i, Y1, Z6i)) és R (Xgj, Yo, Zgj) a két test stilypont-
janak koordinatai, és a Y, 6;, ¢, illetve a Y, 6;, ¢; Euler-szégek. Az ,i” taghoz

tartozé O;; pont helyzetét az ¥j;(x;j, y;j, ;) helyvektor adja meg a G;x;y;z; f6
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tehetetlenségi iranyok rendszeréhez viszonyitva. Hasonloképpen a ,j” testhez
7 * .
tartozo Oji pontot az rji(xji,yﬁ, Zji) helyvektorral adjuk meg a G;x;y;z; rend-
szerhez képest. Ezek a helyvektorok a mechanizmus kiilén all6 tagjaihoz tartozé
allanddk, nem hatnak egyik testrél a masikra, csak meghatarozzak egyenként az
Ji” és ,j” taghoz rogzitett 0;;x;y; z; és 0;;x; y; z; segédrendszereket. Ezek Euler-
szogei az OXYZ rendszerhez viszonyitva 17, 87, @7, illetve 15, 67, @;. Az emlitett
segédrendszerek ugy voltak meghatarozva, hogy a hengeres, csisz6, forgé vagy

7 7 * * 0 Ja 1l 7 -
menetes csuklo O;;z; és O0j;z7 Oz, funkcionalis (forgds- illetve csavar) tenge-

lyei egybeessenek, mint ahogyan azt az 5.1. dbrdn a A; = A]- tengelyre illesztve

lathatjuk. Az ,i” és ,j” tagok, barmely karos mechanizmus esetében, a segédrend-
szereken keresztil vannak 6sszekapcsolva.

5.1. abra
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A koézds A; = Aj tengelyre illeszkednek a segédrendszerek 0;]- és O;l- origdi, a
koztiik levo tavolsagvektor pedig, akar az el6bbi fejezetekben, a. A hengeres, csu-
sz6 és menetes csukl6k esetén, a tengely menti elcsiszdas fennallasa miatt a vektor
moduluszaban valtozd, a forgd csuklo esetén, nem lévén relativ elcsiiszas, a vektor
moduluszaban allandé.

A fentebb emlitettek alapjan kovetkezik, hogy ezekben az esetekben a segéd-
rendszerek kozott, a csuklo altal bevitt és tipusa altal meghatarozott kényszerfel-
tételeknek megfelel6en, fenn kell alljon a kovetkezd egyenléségek koziil egy, két
vagy mindharom 0sszefiiggés:

Vi =V,
0, =0 (5.1)
b =9

Az 5.1-es abra szerint felirhat6 a kovetkez6 vektoridlis egyenlet:
RGi+rij+a _RG] _rji =0 (52)

A vektorsokszog tagjainak az OXYZ rogzitett rendszerhez viszonyitott dsszete-
v6i a kovetkezd matrixegyenletbe vonhaték 6ssze:

cosay; cosPy; cosyy  Xei|[%ij by3;
Cosay; COSfp; cosyy Yo ||Vii +a basi| _
cosag; €osfz; COSYz  Zg||Zii bs3;
0 0 0 1 1 0
cosayj cosPyj cosyy; Xgj X
_|cosaz; cosppj cosyy Ygi||Vii| _ 0 (5.3)
cosaz; cosPs; cosys; Zgil|%i
l 0 0 0 1 J

Az (5.3) egyenletben szereplé homogén transzformaciés matrixok a G;x;y;Z; és
ijjyjzj tehetetlenségi féirdnyokra épiil6 rendszereket transzformaljak az OXYZ
rendszerbe. Ezek forgaté almatrixait, az eddigiekhez hasonlé moddon, jeldljik
Ti-vel és Tyj-vel. A bz, b2z, bssi egyiitthatok pedig az Oz‘jzgk tengely irdnytényezd-
it jelentik az OXYZ rendszerhez viszonyitva. A T+ forgaté almatrix jelolései a ko-

vetkezdk:
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bi1i b1z bisi
Tii» = |b21i bazi Dazif, (5-4)
b31i b3z bssi
ahonnan kifejezhet6k a kérdéses iranytényezok:
by3; 0
b23i = Tll'* 0 . (5.5)
b33i 1

A kovetkezbkben a Ty+ forgatéd almatrix tagjait az Euler-szogekkel (1.43) fejez-
zUKk Ki. A szamitasok elvégzése utan a kovetkez6 képletekhez jutunk:

byq; = cosy; cos@; — siny; cos b sin @]
b,1; = siny; cos @; + cos; cos ] sin @;
b3q; = sin ;] sin @;

by, = —cos; sin ;] — siny; cos B cos @;
b,,; = —siny; sin ¢; + cosy; cos 8, cos @;
bs,; = sin 6] cos @]
by3; = siny; sin 6;
b,3; = —cosy; sin B}

bs3; = cos 6] (5.6)

Hasonléképpen, rendre azonosithaték az (5.3) egyenlet forgatématrixban tarolt
iranytényez6k, ha a y;, 8;, @; szogeket az (1.43) egyenlGségekbe rendre behelyet-
tesitjik:

COS a1; = cosY; cos @; — sin; cos I; sin @;

cos fB1; = — cos; sin @; — siny; cos B; cos @;

cosy;; = siny; sin 6;

COS ay; = siny; cos ; + cosyP; cos G; sin @;

cos f$; = —sin; sin@; + cosy; cos ; cos @;

COSYyy; = —cos; sinG;

cos a3; = sin @; sin @;

cos f33; = sin 6; cos @;

COSY3; = cosb; (5.7)

A 0;;x;y;z; segédrendszer forgatomatrixat a GX;y;Z; tehetetlenségi fotenge-

lyek koordinata-rendszeréhez viszonyitva T;;+-al jeloljiik:
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cosal; cospy; cosy;

T;;» = [cosad; cosBy; cosyy; (5.8)

cosad; cospBy; cosyd;

Gyakorlatilag a T;; matrixot ismertnek tekinthetjiik, mert a mechanizmus tagja-
inak rajzai AutoCAD-ben vagy mas modellez6 kornyezetben vannak elkészitve,
a kornyezet pedig képes a tomegkodzéppontot és a tehetetlenségi fétengelyek
iranytényezd6it meghatarozni a széban forgé tag segédrendszeréhez képest, ame-

lyeket, értelmezés szerint, a T;+; matrixba tarolunk el. Vegytik észre, hogy
T
T;;" = Ty (5.9)
A segédrendszer O; jZlTk tengelyének iranytényez6i a Gx;y;z; tehetetlenségi f6-
tengely koordinata-rendszeréhez viszonyitva a kovetkezgk:

cosy
cosyg; | = Ty- -

0
0] (5.10)

cos 3, 1

Ugyanazon egységvektor irdnytényezd6i az OXYZ rogzitett rendszerhez viszo-
nyitva a kovetkez6képpen hatarozhatok meg:

bya; 0 cos ¥y
[b23i = Tli * T”* : 0 = Tli | COS ygl (5.11)
b33i 1 Cos )/391

Behelyettesitve az (5.3) egyenletrendszerben szereplé T;; forgatomatrix tagjait
az (5.11) matrixegyenletbe, a miiveletek elvégzése utan a segédrendszer OL’-"]-Z{‘

tengelyének iranytényezdi a kovetkezdk lesznek:

0 0 0
by3; COS &1; - COSYq; + €OS ;- COSY,; + COSYq; - COSY3;
by3i| = |cos ay; - cosyd; + cos By - coSyy; + cOSY,; - COSYY; (5.12)
bs3; COS a3; * COS yfi + cos fS3; - cos ygi + cosyjs; - cos yé’i

Az ,i” taghoz csatolt segédrendszer Olfijl-* tengelyének az OXYZ rogzitett rend-

szer tengelyeivel alkotott iranytényez6i meghatarozasahoz a kovetkezd forgato-
matrixokat hasznaljuk:

b11i
b21i

b31i

=Ty - Ty -

1
ol (5.13)
0
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ahonnan, a miiveletek elvégzése utan, kovetkezik:

0 0 0
bi1i COS q; * COS aq; + €COS fB; * COS A5; + COSYy; - COS A3;
ba1i| = [cosay; - cosal; + cos B,; - cosal; + cosyy; - cosad;
b31; cos az; - cosad; + cos fs; - cos ay; + cosys; - cosay; (5-14)

A (5.3) matrixegyenlet tagjainak az Euler-szogekkel valé kifejezése céljabol
figyelembe vessziik az (5.7) 0sszefiiggéseket, amelyekkel felirhatéva valik ennek
a skalaris alakja:

Xgi + x;j - (cos@; - cos; —sing@; - sin; - cos B;) —
—y;j - (sing; - cos; + cos @; - siny; - cos ;) + z;; - sin6; - siny; +
(cos1; cos ; — sin; cos ; sin @;) - cosyP; +
+a - |+(—cos; sin @; — sin; cos B; - cos @;) - cosyy; +| —
+ sin; sin 6; - cosy3;
—Xgj — Xji - (cos @; - cosy; —sing@;siny; - cos Hj) +
+yji - (sing; - cosy; + cos @; - sin; - cos B;) — zj; - sinB; - siny; =0

Yei +x;j - (cos@; - sin; + cos6; - sing; - cosy;) —
—ij - (sing; - siny; — cosy; - cos@; - cos ;) — z;; - sinB; - cosyP; +
(sin; cos ¢; + cosp; cos B; sin ;) - cosyL; +
+a - |+(—siny; sin @; + cos; cos B; cos @;) - cosys; —| —
— cos; cos B cos y3;
=Y — x5 (cosq)j -siny; + cos ;- sing; - cosd)j) +
+yji - (sing; - sin; — cosyp; - cos@; - cos 6;) + zj; - sin 6 - cosy; = 0

Zgi + xij - sin6; - sing; + y;;j - sin6; - cos ¢; + z;; - cos 6; +
+a - [sin6; - sing; - cosyy; + sin §; - cos @; - cosyy; + cosB; - cosyS;| —
—Zgj — Xji - sin@; - sing; — yj; - sin6; - cos@; — zj; - cos ; =0

(5.15)

Az (5.15) dltaldnos értékii egyenletrendszerbdl kiindulva, a tovabbiakban bemu-
tatjuk az eddigiekben targyalt hat als6 osztalyu csuklé kényszeregyenleteit.

Figyelembe véve, hogy a kényszeregyenletek elve ugyanaz, mint a haromtenge-
lyes forgatas esetén, a tovabbiakban csak a programozashoz sziikséges egyenlet-
rendszerek 6sszevont alakjait irjuk fel.
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5.2. Kinematikai parok helyzeteit meghatarozé kényszeregyenletek az
0;;z; és az 0j;z; tengelyek egymasra helyezése esetén

5.2.1. A gombcsukl6

A gombcsuklé harom kényszert ré6 ki a kapcsolt tagra, gy, hogy a hadrom fligget-
len forgémozgast megengedi, a harom haladé mozgast pedig lekoti. Ebben az
esetben a két kapcsolt tagnak egyetlen kdzos pontja van, éspedig az egybeesd OE‘J-
és 0]’-:- origék. Tehat a = 0, és a A; pedig nem esik egybe kotelezd médon a A
egyenessel. Az (5.15) egyenletbe behelyettesitve az a = 0 feltételt, a gombcsukld
kényszeregyenleteihez jutunk, amelyek a kovetkezok:

Xei +xij - cosay; (P, 0;, ;) + yij - cos By (Wi, 0;,9) + 25 - cosyq; (Y, 6;) —
—Xgj = %i - cos ayj (¥}, 6;,9;) = yji - cos By (v, 6, 9;) =
—zj; - cosy1; (¥, 6;) =0
Ygi + xij - cosazy; (Yy, 05, ;) + yij - cos By (Wi, 05, 1) + 2 - cosy; (Y, 6;) —
—Ye; — xji - cosay; (¥;,6),9;) — vji - cos Baj (¥}, 6, 9;) —
—2zj; - €0SY,j (1},6;) = 0
Zgi + xij - cosazq; (05, ¢;) + yij - cos s (0, 9;) + 25 - cos(0;) — Zg; —
—Xj; - cosaz; (6, 9;) — yji - cos B3; (8;,9;) — zj; - cos(6;) =0 (5.16)

5.2.2. Az egyetemes csukld (kardankereszt vagy csapos gémbcsukld)

Ez a csuklé szerkezetileg, de akar kivitelezés szempontjabol is megegyezhet a
gdmbcsukléval, viszont a harom fiiggetlen forgas koziil az egyik le van kotve. En-
nek kovetkezményeként a gombcsuklora felirt harom egyenlethez hozzarendeljik
a Ajés A egyenesek merGlegességi feltételeit, ami azt jelenti példaul,
0;jz; L 0jixj, ahol az O;;z; tengely egységvektora ra van fektetve a A; egyenes-
re, az O;ix; tengely egységvektora pedig a A]- egyenesre. Az 5.2. dbra szerint a ,j”
taghoz rogzitett horony és az ,i” tag 0;;z; tengelyével egybeesd csapja az 0;y; 7}
sikban helyezkedik el. Az Oz‘jzgk tengellyel egybees6 csap csak a sajat tengelye
vagy a sikra merdéleges O;ixj* tengely kortl fordulhat el. E feltételt a tengelyek
egységvektorai skalaris szorzatanak nullava tételével fejezziik ki.
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csap

5.2. abra

A csapos gombcsukldval kapcsolt kinematikai parnak az egyik rogzitése utan két
szabadsagfoka marad. A kardankereszt harom tagbo6l tevédik 6ssze. Ha az egyiket
rogzitjiik, a két mozgé tagnak 12 szabadsagfoka van. A tagokat 6sszekotd két forgd
csuklé 10 szabadsagfokot zar ki, igy marad kettd, amely akar a csapos gémbcsukld
esetén két egymasra merdleges tengely koril fordul el. A mechanizmusok szerke-
zeti vizsgalata szerint, barmely negyedosztalyd csukl6 egy taggal és kizart mozga-
soknak megfelelden, két 6todosztalyt csukldval helyettesithetd. A kardancsukld
esetén a kereszt kinematikajat figyelmen kiviil hagyjak, illetve nem targyaljak.

Xgi + x5 - cosay; (Y;, 0, 9;) + yij - cos By (P4, 0, ¢;) + 25 - cosyq; (P, 0;) —
—Xg; — xji - cosay; (Y;,6;,9;) — yji - cos B (¥, 6, 9;) —
—2zj; - cosy1; (¥, 6;) =0

Yoi + xij - cos azy; (Wi, 01, 9;) + ¥ij - cos By (P4, 0;, ;) + 25 - cosy,; (¥, 0;) —
—Yg; — %ji - cos @ (¥;,6),9;) — ¥ji - cos By (v, 6, 9;) —
_Zji . COS]/ZJ' (lp],gj) =0

Zgi + x5 - cosazy; (0, ¢;) + yij - cos Bz (6, ¢;) + z;5 - cos(6;) — Zgj —
—Xj; - cosaz; (6, 9;) — ¥ji - cos Bz; (8, ;) — zj; - cos(6;) =0

b3 (Wi, 0, @) - b11j(1/)j: 0, <Pj) + by3i (Y1, 01, 91) - ble(ij'ejl(pj) +
+b33:(6;, ¢:) - b31; (¥, 65, ¢;) =0 (5.17)
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Az egyetemes csukld kényszeregyenleteibdl alkotott rendszer, a négy Kkizart
mozgasnak megfelel6en, négy egyenletbdl 4ll.

5.2.3. A henger alaku csuklo

A henger alaku csuklé megenged egy forgémozgast az 0;z; kériil és egy
csuszémozgast e tengely mentén (5.3. dbra). Kovetkezésképpen négy kizart
(2 forgb-, 2 csuszd-) mozgasunk van, amely négy Kkényszeregyenletet visz be
a rendszerbe. Az els6 harom kényszeregyenletet az (5.15) dsszefliggések adjak,
amelyhez hozzarendeliink két feltételt az (5.12) egyenl6ségekbdl.

)
a

"

S
7

———____metszésvonal

5.3.abra

Xgi + xij - cosaqy; (Py, 0;, ;) + yij - cos By (Ui, 05, 9) + 25 - cosyq; (Yy, ;) +
+a - by (i, 00, 9:) — Xgj — xji - cos a (5,6, 9;) =
—Yji - cos By; (Y, 6, 9;) — zj; - cosyq; (Y, 6;) =0
Yei + xij - cos azq; (Y1, 05, 9i) + yij - €os By (Wi, 05, 91) + 2 - cosyz; (¥, 0;) +
+a - bysi (i, 05, 91) — Yaj — x5 - cos az; (1,6, 9;) —
—Yji - €0s B (W}, 0;,9;) — zj; - cosy,; (Y,0;) =0
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Zgi + x5 - cosazq; (05, 9;) + yij - cos Bs; (0, 9;) + 25 - cos(6;) +

+a - basi(0;,9;) — Zgj — xji - cos az; (6, 9;) — vji - cos B3 (6;,¢;) —
—zj; -cos(6;) =0

bi3i (Y1, 0;, 0;)) — by3; (W), 0, 90;) =0
b33i(6i, ¢1) — bsz;(6),¢;) =0 (5.18)

Kifejezve az a értékét az dsszefliggések egyikébdl és behelyettesitve a masik ket-
tébe, az (5.18) egyenletekbdl alkotott rendszer négy kényszeregyenletbdl allé
rendszerré egyszerlisodik. (Az a paraméter Kikiiszobolése nem kotelezd, ismeret-
lenként a rendszerben maradhat.)

5.2.4. A csuiszka (keresztfej)

A csuiszka harom forg6- és két csiszémozgast zar ki (5.4. dbra), tehat 6t kény-
szeregyenletre van szlikség. Az els6 6t egyenletet a henger alaku csukld, illetve
a (5.18) kényszeregyenletek adjak, amelyekhez hozzaadjuk a (5.1) harmadik felté-

telét, amellyel az 0;z; tengely koriili elfordulast rogzitjiik, egy k allandéval:

5.4. abra
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Xgi + x5 - cosay; (Y;, 05, 9;) + yij - cos By (4, 0, ¢;) + ;5 - cosyq; (P, 0;) +
+a - byzi (Y1, 0, 00) — Xgj — xj; - cosaq; (¥, 6, 95) —
—Yji - €os By; (Y, 0;,9;) — zj; - cosyy; (Y;,6;) =0

Yoi + xij - cos azy; (Wi, 01, 9;) + ¥ij - cos By (Y4, 0;, 1) + 25 - cosy,; (Wi, 0;) +
+a - bysi (Y1, 01, 9)) — Yo — xji - cosay; (¥),6;,9;) —
—yji - €08 Baj (¥;,6;,9;) — zji - cosy,; (Y;,6;) =0

Zgi + x;j - cosagy; (0, ¢;) + yij - cos Bs; (0;, ¢;) + z;5 - cos(6;) +
+a - bs3i(0:,9;) — Zg; — xj; - cos az; (6, 9;) —
—Yji - €os B3 (0),9;) — zj; - cos(8;) =0

bi3i (Y, 01, @) — bi3j(¥,0,9;) =0
b33 (6, ;) — b33;(6;,0;) =0
b31i (Wi, 01, 1) — b31j (W), 0;,95) = k (5.19)

Ebben az esetben is kifejezve az a értékét az (5.15) dsszefliggések egyikébdl, és
behelyettesitve a masik kett6be, az (5.19) egyenletekbdl alkotott rendszer 6t
kényszeregyenletbdl 4ll6 rendszerré egyszertisodik.

5.2.5. A forgé csuklé

A forg6 csuklé egy forgémozgast enged meg az 0;z; tengely koriil. Az 6t kizért
mozgasnak megfeleléen 6t kényszeregyenletiink lesz. Az elsé harmat az (5.15)
egyenletbdl kapjuk, ahol ,a” egy tetszllegesen valaszthaté alland6. Ezekhez az
egyenletekhez a két kizart forgdmozgasnak megfelel6en hozzarendeliink két felté-
telt az (5.1) egyenl6ségekbdl, és igy kapjuk az alabbi rendszert:

Xgi + x5 - cosay; (W, 05, 91) + yij - cos By (Y, 05, 91) + 25 - cosyy (Wi, ;) +
+a - by3; (Y, 05, 91) — Xgj — Xji - cos ay; (5,6, 9;) —
—Yji - cos By; (Y, 6, 9;) — zj; - cosyq; (Y, 6;) =0
Yoi + x5 - cosag; (Yi, 0, 90) + yij - €os Boy (P, 65, 9i) + 2 - cosyz; (W, 6;) +
+a - b3 (1,05, 9:) — Ygj — xji - cos ay; (), 6;,9;) —
—Yji - €0s By (), 0;, ;) — zj; - cosy,; (Y),6;) =0
Zgi + x;j - cosag; (0;, ¢;) + yij - cos Ps; (0;, ¢;) + 2 - cos(6;) + a - bz3;(6;,9;) —
—Zgj — Xj; - cosaz; (8;,9;) — yji - cos B3 (6), ;) — zj; - cos(6;) = 0
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by3i (Y1, 61, ;1) — bi3j (¥, 6, 9;) =0
bs3i(8;, ¢;) — b33j(8;, ;) =0 (5.20)

5.2.6. A menetes csuklo

A menetes csukld annyiban kiilonbozik a henger alaku csukl6tdl, hogy a forgé-
és csuszomozgas kozott 1étezik egy linearis osszefiiggés. Tehat a csavarmozgas
paramétereitdl fiiggéen csak egy fiiggetlen elmozdulas létezik, legyen ez akar
a csavartengely menti elcsiszas, akar a csavartengely koriili elfordulas. A menetes
csuklé egy a valtoz6 paraméteri forgd csuklonak is tekinthetd. A csukld altal ki-
zart mozgasok szamanak megfelel6en 6t kényszeregyenletre van sziikség.

A fent elmondottaknak és az 5.1. dbra jeloléseinek megfeleléen, az 0;z; tengely
korili forgd- és a tengely mentén 1étez haladé mozgas kozott 1éteznie kell a ko-
vetkezd 0sszefiiggésnek:

a=ay+L-¢, (5.21)

2T

ahol a ,p” a menet emelkedését, a ¢ pedig az ,i” és ,j” tagok kozott 1étezd relativ
forgomozgast fejezi ki. Figyelembe véve az Euler-szogekkel valé felépitésnek azt
a kitételét, hogy lehet8ség szerint a z-tengelyek essenek egybe, és felismervén azt
a tényt, hogy ezek koril torténik az utolsd, ¢, k € {i;j} szerinti forgatas, a kap-
csolt tagok relativ elforduldsat ezek kiilonbségével irjuk fel:

§$=9i—9j (522)
Az (5.22) képletet behelyettesitve az (5.21) egyenldségbe, kapjuk:
a=ag+,- (9i = ¢)) (5.23)

Az (5.6) 6sszefiiggésbdl kifejezziik a ¢p; és 6" értékeket, amelyekkel az i tag sa-

jat tengelye koriili ¢; elfordulasi szége 6sszevont formdaban frhato:

. bsy
@; = arcsin si;;-*' 6; = arccos bsz; (5.24)
L

A menetes csukl6 egyenletrendszerét az altalanos (5.15) és a forgd csuklé kény-
szeregyenleteinek megfeleld (5.20) feltételek alkotjak, megjegyzésképpen ebben
az esetben az a paraméter nem lesz egy szabadon véalasztott 4dllandg, hanem a ,p”

lépéstdl és az (5.23), (5.24) egyenletekben meghatarozott ¢}, (p;f elfordulasi szo-
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gekt6l fligg. A viszonylagos csavarmozgast megengedd csuklo kényszeregyenletei
az (5.25) rendszerben vannak 6sszefoglalva:

Xei +xij - cosay; (P, 0;, ;) + yij - cos By (Wi, 0;,9) + zij - cosyy; (P, 6;) +
+a - bys; (Y, 05, 01) — Xg; — xj; - cosay j (1, 0;,9;) —
—Yji - €os By; (Y, 05, 9;) — zj; - cosyy; (Y, 6;) =0
Yoi + xij - cosay; (Wi, 0, 9;) + yij - cos By (i, 0, 91) + 25 - cosy,; (¥, 6;) +
+a - bysi (Y1, 01, 9)) — Yo — xji - cosay; (¥),6;,9;) —
—Yji - €0s By (), 0;, ;) — zj; - cosy,; (Y),6;) =0
Zgi + x;j - cosag; (0;, ¢;) + yij - cos Ps; (0;, ¢;) + 25 - cos(6;) + a - bzz;(6;,9;) —
—Zgj — Xji - cosaz; (0;, 9j) — yj; - cos B3 (6, 9;) — zj; - cos(6;) = 0
bi3i (Wi, 0;, @) — by3; (W}, 0, 90;) =0
b33 (6, ;) — b33;(6;,0;) =0

a-ao—L£-(pi - ¢ =0 (5.25)

5.3. A sebességek kényszeregyenletei az 0;z; és az 0;z; tengelyek egy-
masra helyezése esetén

A mechanizmust alkot6 tagok linearis és szogsebességeinek meghatarozasa cél-

jabél az (5.3), (5.7) és az (5.12) egyenleteket id6 fliggvényében derivaljuk. Mivel

az (5.3) egyenletrendszer tagjainak derivaltjait az Euler-szogek id6 fiiggvényében

val6 derivalasaval szamitjuk ki, az (5.7) és (5,8) egyenletekkel kifejezett iranyté-

nyezdket egyszerien @1j, 15 Viir--- @30 B30 Vi Qs BiisViis-r-Clys Py ¥y Vel

jeloljiik. A vektorsokszog matrixos alakjanak derivalasa szerint kapjuk a sebessé-

gek egyenletét:
dii Bu Vu Xed] [Xiy b3 [b13:]
azi P2 Vai Yoil. JZ/U ta-|Pi| 4 g |P2si| -
az; P V3 Zai 1” 331 bs3;
0 0 0 1 0 0
[d1j Bij V) Xaj]l Xji
_ |4z [?Zj V2i Yei|.|Yit| = 0, (5.26)

Ild3j Bsj V3j ZGjJ| 1
0 0 0 1
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ahol:
dy; = —P; - Ay + @i Pui + 0; - az; - siny;
Bri = =i - Poi — @i - @y; + 6; - Ba; - siny;
V1 = =i - Vai + 6; - vai - siny;
Qo =P; - @y + ;- Poi — 0; - ag; - cosy;
Bai =i - Pri — @i - @z — 6; - Ba; - cos
Vai = Wi - Vai — 0; - Vai - cos;
i = @i Bai + 6; - y3; - sin g
Bai = —¢; - az; + ;- y3; - cos @

¥3i = —0; - sin6;

(5.27)

A kényszeregyenletekkel kapcsolt kinematikai parok sebességeit a poziciékhoz

hasonldan hatarozzuk meg azzal a kiilonbséggel, hogy ebben az esetben minden

zart vektorkontuirra egy-egy linedris egyenletrendszer irhaté fel.

5.3.1. A gombcsuklo

A gdmbcsuklé esetén a harom haladé mozgas kizart, a két segédrendszer origoi

egybeesnek, illetve az ,a” tavolsag zéro, tehat felirhaté:

a=a=0

(5.28)

Figyelembe véve az (5.28) feltételt az (5.27) egyenletek behelyettesitése utan,
az (5.26) egyenletrendszerbe a gombcsukloval kapcsolt kinematikai parok sebes-

ségét meghatarozo (5.29) linedris egyenletrendszerhez jutunk.

Xei — lj’i(xij "0 + Vi Pai + 2 '}’zi) +

+0;(xi - asi +yij - Bai + 25 - vai) sin gy + @y (x5 - Bui — vy -

_XGj + ¢j(xji ‘g +Vji - Baj + 2z 'sz) -

—0;(xji - @sj + Yji - Bsj + Zji - va) sin; — @ (i Brj — Y-

Yoi + 1/%'(%‘;’ “Qy; +Yij Pt Zij Y1) —

—0;(x;j - az; + yij - Bai + zij - Var) cos Wy + @i (xi5 - B — vy -

~Yg; — (i - @y + yji - By + 2 vay) +

+0;(xji - @sj + Vji - Bsj + Zji - V35) CosP; — @;(xji - Baj — Vji -

Zgi + 0;(xij - vai - Sin @y + yyj - vai - cOs @y — 75 - sin ;) +

a) —
a1;) =0
ay) —
az;) =0

+¢i(xij - Bai = vij - @s1) = Zgj — 0 (%i * ¥3j - Sin @) + yji - ¥3 - cOS @) —

—2zji - sin6;) — @;(xj; - P3j — ¥ji - azj) = 0
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5.3.2. Egyetemes csukld (kardankereszt vagy csapos gombcsukld)

Az egyetemes csukld esetén az (5.29) rendszerhez hozzarendeljiik az (5.30) fel-
tételeket:

blSibllj + b13ibllj + bz3ib21j + b23ibz1j + [933ib31j + b33ib31j =0 (5.30)

ahol a derivaltak kifejezéseit az (5.31) egyenletek adjak.

Az (5.12), (5.14) egyenletrendszerek derivaltjaiba behelyettesitett (5.27) egyen-
16ségek az ismeretlenek csoportositasa utan a kovetkez6:

bizi = =y - (g - v + Boi - Vi + Vi - ¥S) +

+0; - (s - vy + Bai - Ve + V3 ¥ - sin; + @p - By Vi — @i Var)
bysi = ;- (au' Rl TR R 2T 'Vé)i) -

—0; - (a3 - vy + Bai - Vo +V3i V5 - cosP; + @ (Bai - ¥y — zi - V3h)
bysi = 6; - (Y3i CYD SN 4 ¥3; ¥ - cos@; +¥3; - sin 91’) +

. 0 0

@, (B 71 — Ui V)
[911j = _1/)j . (a’zj : a{)j + By - aé’j +7Y2 - aé’j) +

+6; - (azj-af; + Bsj - ag; +ysj-a3;) - sing; + @ - (Byj - af; — ay; - a3))
bzu = 1[’j ) (au ) “fj +Baj “gj L2V “gj) -

—0; - (a3 aij + Baj - agj +v3j - ag;) - cosp;+ ;- (Baj - afj — @z - az))
1531j = éj . [y3]~ . a'fj . sinfpj +ys35- a'gj cosp; + agj . sinBj] +

+@; - [Bsj. - apj — azj - ag)] (5.31)

Az (5.30) egyenlet a kdvetkez6 alakban is felirhato:

i Oby3i 0bysi Obzsi
Y- [awi “ b1y +3—¢i. b,1; +3—¢i. b31j] +

0y [T by + T2 by + Dby +
T9;- [a;;):i " by +aab_qz):i' b1 +aab—:)ji' b31j] +
+p, - ["ab_lzl - bysi + a;iif “byzi + aablzj-j : b33i] +
+6; - [a;);:j " bz + %‘ ba3i + %‘ b33i] +
pj * [a:;;j “ bys; aab_:)j,j “baz; + aab_;j,j‘ b33i] =0 (5.32)
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ahol

by
61;,3. = —(azi v1; + Bai V3 +Vai  ¥31)

by _
—3 = (ag; - yo; + Bai - Ve +vai - ve:) - siny;

abm = (i - V11 ST Vgi)

i?b_lzi = (@1 vei + Pui v + Vi - V31

% = —(asi - v1i + Bai V3 +vai - v3y) - cosyy

abm = (Bai " V1 — Xai " V5y)

%”l = (Vai vi; - sing; +ys; - y3; - cos @ +y3; - sin6;)
ab33l = (B3 - V11 as; ‘V%)

aab_z/l;j-j = —(az;- “{)j + By - aé’,- + vz ag’j)

Tl (asj-aij + Bsj - ag; +vysj - a3)) - siny;

26; j j©®2j jaz; i

6;;1] (Byj - ay; — aqj - a3))

‘7;7121 = (ay; a1] + By “2] +y1j dgj)

a;;;; —(azj-aij + Bsj - a3; +vy3j - a3;) - cosy;
a«;’;] (Bz) - @ty — @zj - az))

6521] [¥3) - al] singj +ysj - azj cos@; + (13] sin 6;]
6b31]

= [Bsj. - @i — apj - a3)] (5.33)

Az (5.29) és az (5.32) egyenleteket az (5.34) rendszerbe foglalva az egyetemes
csukléval kapcsolt kinematikai par sebességeit meghatarozé kényszeregyenletek-
hez jutunk, azaz:

Gi — lj’i(xij "0 + Vi Pai + 2 '}’zi) +
+6;(x;j - azi + yij - Pai + zij - vai) sinp; + @i(xij - Pui — Vij - ai) —
—Xaj + ¢j(xji ‘g +Vji - Baj + 2z 'sz) -
—0;(xji - asj + yji - Bsj + Zji - va) sin; — @i (i Brj — ¥ji - aq) = 0
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Yei + ¢i(xij “ay; Vi Pt zij '}’1i) -
—0;(x;j - a3 + yij - Bai + Zij - Var) cosW; + @i (xyj - B — Yij - i) —
~Yg; — (i - @y + yji - By + 2o vay) +
+0;(xji - @3 + Vji - Bsj + Zji - ¥35) C0SP; — @ (Xji - Baj — Vji - @zj) = 0
Zgi + 0;(xij - vai - SinQ; + yyj - vai - cos @y — 75 - sin 6;) +
+¢i(Xij - B3i — yij - “31‘) — Zg; — 6;(xj; - y3; - singp; +

+Yji * V3 - COS@; — - sin 6; ) <Pj(xji ’.33j —Yji a3j) =0
i Obq3; 0basi a1’331
Y- [Mli by = 20, by + 20, b31]] +
- [dbqs; ab 9ba3; Bb 0b33;
. ab13i ab23l. ab33l.
+o;- [a_(pi‘ by1j +6_(pi. by1j + 90; b31j] +

. by dbyyj dbsy;
+1/Jj‘[ﬁ'bm"‘ﬁ‘bzy‘*ﬁ‘bw]"‘

. [0b1y) bsyj dbsy;
+06; - [ﬁ' by3; + 6(;,1-] “bysi + 321,] ' b33i] +
. 0bqqj 0byq dab
#01 [ b G2 b+ T | = 0 (>34

Az (5.34) egyenlet zarojelbe foglalt tagjainak értékei ismertek, illetve amint
az (5.27), (5.31) és az (5.33) egyenl6ségekbdl kitlinik, visszavezethet6k a tagok
pozicidit meghatarozé fliggvények ismert értékeire.

5.3.3. A hengeres csuklé

Ahhoz, hogy meghatarozzuk a hengeres csukléval kapcsolt kinematikai par
sebességét meghatdrozd rendszer els6 harom egyenletének altaldnos alakjat,
az (5.26) matrixegyenletbe behelyettesitjiik az (5.27) egyenléségeket, amelyhez
hozzarendeljiik az (5.35) feltételeket.

o = g bysi = baa; bysi — bas; = 0
l* .]* vagy: sy vagyis s Y (5.35)
Y = 1/)j biz; = b13j bz — b13j =0

A hengeres csukléval kapcsolt kinematikai par sebességét meghatarozé egyen-
letrendszer a kovetkezé:

. Obysr\ . -
XGl_l»bi(xij'a2i+yij'ﬁzi+Zij'y2i_a'ﬁ)+a'b13i+

. . Obys;
+0; [(xij c Q3+ Yij - Pai +2ij - vai) sing; +a- 13] +
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. 0by3; Y
+¢; (xij'.gll Yij * ata: 6(;17?) XGj+
1 (i - @j + Vi - Baj + Zji - V2j) —
—0;(xji - a3; + ¥ji - By + zji - vzj) sin — @i (xj - Brj — yji - aq) =0

YGl+1/)l (xl] all+yl] ,311 +ZU Yita- a;jl)-l'a b231

ob
[(xu asz; + Yij - 331 + Zjj - VBL) Cos lpl —a- 3;31] +

. Ors) o
+i (xij Boi —yijaz ta- a;,jl) — Y5 =

—; (i - @+ yji - Buy + i vaj) +
+0;(xj; - asj + Vji - Bzj + Zji - V35) CosY; — @i(xji - Poj — Vji - A2j) =0

- : . . ab
Zgi +6; (xij “¥3i - SINQ; + Y- V3 COS@Q; — z;; - sinf; +a- 6231) +a-bs3 +

- ab i .
(pi(xij',g3i —Yijraz ta- a;?)—ZGj—

—~6; (x]l Y3j - Sin@; + yj; - y3j - COS@; — zj; - sin6; ) —
—@j(xj; - B3j — yji - a3j) =0

1 . a17131 a17131 <. ab13i _ i i a17131 a17131 ab13j _
y Obazi . Bbssi 5 Obszj . Obszj
0 26; + ap; (; 26 T 0<pj) =0 (5.36)

5.3.4. A csuiiszka (keresztfej)

A csuszkaval kapcsolt kinematikai par sebességeit meghatarozé kényszeregyen-
letek megegyeznek a hengeres csukld kényszeregyenleteivel, amelyhez még hozza
kell rendelni - akarcsak a poziciok meghatdrozasa esetében - az (5.37) feltételt,
amellyel kizartuk az dsszes relativ szogsebesség létezését a két tag kozott.

@i =@ illetve  byy; — by =0 (5.37)
Az igy alkotott rendszer a kovetkezd:

. by
Xei — i (xij Qi+ Vij Pai + Zij Vo — a;j ) +a-byz +

+9i [(xij “az + Y- Bai +zi .y3i) siny; +a- abm] +

. ab
+¢; (xij‘ﬁu—}’ij'au‘i'a' a;jl) Xej +
1 (i - @j + Vi - Baj + Zji - V2j) —
—0;(xji - a3; + yji - B3y + zji - vzj) sin — @i (xj - Brj — yji - aq;) =0
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0by3; .
YGl + 1/)1 (xl] aq + Yij * ,311 + Zij " V1i +a- 612? ) +a- b23i -
. RLPE
—0; [(xij “az; + yij  Bai + Zij - Vai) COSY; — 23] +

. ab
+; (xij “Bai —Vijranta- a;jl) Ysi —

—¢j(xji “ayj+ Y Pij t zj; 'V1j) +
+0;(xji - asj + Vji - Bsj + Zji - ¥35) COSY; — @;(Xji - Baj — Vi - @zj) = 0

; . . . b3
Zgi +6; (xij~y3i~sm(pi+yij ~y3i~c05<pi—zij~sm9i+a~a—;j)+

o 2 ab i .
+a'b33i+(pi(xij',83i_Yij’a3i+a' ;j)—ZGJ-—
G(x]l Y3j - sin@; +yj; - y3j - cos@; — smB)—
—@j(xi - B3j — yji-azj) =0

lj}i . 6571;131 + 91 X 65;31 + . ; 6b13l _ (ll)] ab13] + 9 Bb13] + (p ab13]’) — 0
L 13

o Obssi . ab331 o4 Obssp . Obss
o Obgy , . Obsy .5 Obsj | . Obsy _
(5.38)
5.3.5. A forgé csuklé

A forgé csukléval kapcsolt kinematikai par sebességeit meghataroz6 kényszer-
egyenletek abban kiilonboznek a hengeres csuklé kényszeregyenleteitdl, hogy
az a paraméter allandé (amely zéro is lehet). Tehat az a = 0, igy az (5.36) egyen-
letrendszer a kovetkez6képpen alakul:

. Ob i
Xei — i (xij Qi+ Yij Pai t Zij Vo —a- _azll;jl) +

ob
+6; [(xu asi + yij - Bai + 2 731) siny; +a- a:l] +

. Oby3;
+; (xij Pu—yijrauta- a;j) Xgj +
1 (i - @j + Vi - Baj + Zji - V2j) —
—0;(xji - a3 + yji - By + 2 - vz5) siny — (x5 Brj — yji - aq;) = 0

ab
YGl + lzbl (xu aq + Yij * ﬁll + Zij " V1i ta- a;jl) -
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ab
[(xl] a3l+yl] ,331+Zl] ]/31)COSl/)l—a a;m

. Obysi
+¢i (xij “Pai = Yijrazta- a;?) Yo —

— (% - @rj + Vi - Buj + 2 vay) +
+0;(xj; - asj + Yji - Bzj + Zji - V35) CosY; — @ (X + Poj

ab33i)
-sinf; + a - 26, +

|+

— Yji~ ;) =0

ZGi+é (xl] V3i® Sln(pl+yl] V3i " COSQ; —

. 0D i
+i (xij Bai—yiragita- a;?) —Zgj —

—0; (xﬂ Y3j - SinQ; +yj; - ¥3j - COS@; — zj; - sin6; ) -
—@;j(xj; - P3j — ¥ji - az;) =0
., Obysi j . Obisi . Obisi a17131 a 131 ab13j _
5 Obssz; . a1’331 0b33j . Obzzj,
O Ggr + 0ot = (655t + 95 ) =0 (5.39)

5.3.6. A menetes csuklé
A menetes csuklo altal kapcsolt tagok sebességének meghatarozasa céljabol
a hengeres csukld egyenleteit haszndljuk, amelyekhez hozzarendeljiik az (5.22) és

az (5.23) egyenletek derivaltjai altal kapott feltételeket.

{ =i~ 9
a == (¢ = 9}) (5.40)
Az (5.41) egyenldség @] és (p}k szogsebességeit az (5.24) egyenlet derivalasa

utan kapjuk, azaz:

. 1 ; b33i-b33i
P ) ( 31 sin 6}

b3z
N b33j-b3sj
Q= bos) <b31] +—sin0]’f ) (5.41)

A menetes csukléhoz tartozé sebességet meghatarozé kényszeregyenletek a ko-

vetkezdk:
X.. — _ Obis; 1. b
ci —Yilxij-az+yij B+ 2ij v —a- g, ) T bz +
ob
#0: | (xiy - asi + yiy - Bt + 20 var) sinpy + a - 2| +
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. 0by3; Y
+¢; Xij* .811 YVij - A1 +a-—= XGj +
a¢;

+'j)j(xji “Qyj +Vji - Baj + Zji '}’zj) -
—0;(xj; - @z + Yji - Baj + 2ji - v3;) sin; — @ (xji - Prj — Vji - 1) = 0
Yei + ¥ (xu a;+yij Ptz vuta- a;jl) +a - by3 —
; a1’231
—0; [(xij - @3; + Yij - Bai + Zij - Vai) COSP; — ] +
. 0by3;
+¢i (xij “Bai = Yijrazta- a;?) Yo —
—'j)j(xji “ay+ Yy Pij + zj; '}’1]') +

+6;(xj; - azj + Yji - Baj + Zji - v3;5) cos; — @ (xji - Baj — Vji - @z;) =0

. . . . b33
Zgi +06; (xij “¥3i - SINQ; + Y- V3; - COSQ; — z;j - Sinb; +a -ﬁj‘) +

] ; dbs3;
+a- b33l’ + Qi (xij . ﬁ3i — yl] “ s +a- 331) _

o9
_ZG] G(Xﬂ V3j - Sm(p]+yﬂ V3j ' COS Q; — sme)—
— @ (i - Bsj — yji - azj) =0
.. Obazi g Obsi o Obisi i Obis a17131 Obyzj,
Vit Ot g % = () aw,+91 )5 =0
y Obssi . Obzz; .5  Obss; . Obssjy
91 26, + @; 99, (] 26, +(p] _a<pj)_
v |1 ;o bssibsn)_ 1 (p bszjbss;\]
“ o [b32i <b31l+ siné){) b3z (b31]+ sin 65 )]_0 (5.42)
Megjegyzés:

A mechanizmus tagjainak sebességét meghataroz6 kényszeregyenletek altala-
nos alakban vannak irva. Gyakorlatilag a fenti kényszeregyenletek sokkal egysze-
riibb, az egyes sajatos eseteknek megfelel6 alakra hozhatdk.

Ha példaul sikban fekvé mechanizmusrél van sz6, akkor a sebességeket megha-
taroz6 kényszeregyenleteknek csak két linearis és egy szdgsebességi valtozdja
van.

Ha a kapcsolédd, hengeres, forgd vagy menetes csuklé szimmetriatengelye csak
onmagaval parhuzamosan mozdul el, akkor a segédrendszer irdnytényezdi valto-
zatlanok. Ezek derivaltjai zérék, amelyek a csuklékhoz tartozé kényszeregyenle-
tek szamat harommal cs6kkentik.
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A tagok sebességét meghatarozé kényszeregyenletekbdl alkotott egyenletrend-

szer els6foky, illetve linearis rendszer.

A sebesség kényszeregyenleteinek szdma mindig egyenl az ismeretlenek sza-

maval.

5.4. A gyorsulasok kényszeregyenletei

A gyorsulasok kényszeregyenleteivel a tagok linearis és szoggyorsulasait hata-
rozzdk meg. A sziikséges kényszeregyenlet-rendszert ugy allitjuk el6, hogy
az (5.26) matrixegyenletet, illetve a sebesség 0sszes egyenletét és feltételét id6

fiiggvényében derivaljak.

Ay
az;

as;

0

ahol az irdnytényezo6k az (5.27) egyenl6ségek derivaltjai, amelyek a kdvetkezdk:

Gy = =i dgi + GiPri + 0; - az; - sin; — ;- dgy + ;- Py + 6; - ds; - sin; +

ﬁli =

Gai =i @y + Pifai — 0; - agi - cosP; + ;- dyy + @ - Poy — 0; - a3 - cosP; +

Pai

B Vu Xa Xij by3; [5131']

Bai V2 Yail. y‘l_ 4 b23l +2.4- b23z +a- basi| _

Bsi V3 Zai le] 33‘ b33z b33
0 0 1 0
dij By Vi Xej| [

_|@2 B2 V25 Yei|. |Vii| = 0 (5.43)
a3] .83] V3] Gj 1

0 0 0 1

+60,Y; - as; - cosy;

—; - Poi — ity; + 0; - Pai - sinp; — ;- By — @ - cay + 0; - Pa; - sin; +

+0;; - Ba; - cosY;
i Vai + ;- Vai - sin; — ;- Vor + 6 - Vai - sin; + 0, - ya; - cosyy

+60,Y; - as; - siny;

=P; - Bri — Bittzi — O; - Pai - cosY; + ;- Pri — @i Ay — 6 - Pai - cosP; +

+0;; - Ba; - siny;

Voi = Pi - Vai — 0 - vai - cosy; + ;- Vay + 0; - Va3 - oSy + O;4p; - ¥ - siny;

5i = @i Pai+ 0, ysi-sing; + @ Pa; +5+6; Vs - sing; + 0;¢; - y3; - cos;
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Bai = —@; - az + 0; - v3; - cos@; — @y - dzp + 0; - Va1 - cOS@; — 0,9 - ¥, - sin g
V3i = —0; - sinf; — 6% - cos 6; (5.44)

Az (5.31) egyenlGségek derivaltjai a kovetkezok:

i 7 a17131 g . Obisi | .. Obisi | i i(abni) j . i(abni)
blg" ll)l 9" 69i + (p" 6q)l + lp,’ dt 61,[11 + 0" dt agi +
e %)
5 (52 (5.45)
ahol
d (dby3; : bz, . d 0 0
E( al;ljl) = aul;? i + v, t;(; Wit o, i = @ v+ Boi vt v
V8] = —(dai - vi; + Bai - V3 + Vi - ¥5) (5.46)
i ab13i) _0b 131 131 131 ., —
dt(aei T~ 96? 9+aea¢ i + 696(p Pi =

= %[(“31' Y+ Bai Vot Vi '}’é)i) . sinw,bl-] =

= (i -y + Bai - v9: + V30 - v3:) - siny; +

;- (aa; - Vi + Bai - Vi + Vai - Va0 - cos (547)
4 (9by3i) _ bty i b b 0. =
dt ( p; ) T ag? Pit a<p aY; i+ aq; :00; 0; =
d : .
= Bui vl — awi vl = Pu vi — b v (548)
7 T ab i n ab i . ab i H d ab i A d ab i
bosy = - T+ B Tt b Ttk (5) + 00 (550) +
. d (0bys;
+i o (—a 1) (5.49)

a derivalasi szabdlyok részletezése nélkiil felirhatok az alabbi dsszefliggések:

d (9bys) _ d . ; .
a(i) = e v+ Bu 3 Hvae val = dae v+ Buc ¥E o va)

oP;
(5.50)
d (8bys\  d
E(a_;j) = [~ (s v2 + Bai - v3i + vai - v31) - cosypy] =
= —(ds; - y1; + Bai - v9; + V31 - v5:) - cosy; +
+; - (@i Vi; + Bai - Ve + Vai - Ve - sinyy (5.51)
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d (9bysi) _ d ; .

E(_a;j ) = ;[ﬁzi V= @i Vail = Bai t ¥ii — G Vo (5-52)
i 5 Obsai | . Obssy | 5 d (dbsz) , . d (dbzy

bosy = 8- gtk o0 Gt 60 5 (552) + o0 2 (522) (5:53)

Innen a derivaltak kifejtett alakja a kovetkez6:

d (9bss\  d . .
E( a;j ) = E[VBL’ “¥ii SN+ ¥si Y3 cos@; —y3; -singy] =
= V3i - Vii - SIN@; + @p - V3 Vigc COSQ; +
+Y3i - Vai - COSQ; — @ - Vi - Vai - sing; — 0; -y, - cos 6; (5.54)

d (dbs3\ _ d ; .
E(a_;j) = ;[531' VR~ @i Vail = Bait vii — G Vay (5-55)

Tovabba felirhatok az ,i” taggal kapcsolt ,j” tag geometriai rendszeréhez tartozo

O;xj tengely irdnytényezdinek masodrenddi, id6 szerinti derivaltjai

O abu] o abu]- . abu] abu] i abllj
buj=¥;- a¢1+9 691+(p’ ti dt( ¢)+9 dt(f’@;)J’
abn]

ahol az id6 fiiggvényében derivalhat6 iranytényezdk kifejezett alakja a kovetkezé:
e (50 = el oyl gy 7y 8] =
:_(dzj'ai)j'l'BZj'agj+y2j'a3(‘)j) (5.57)
m (aab_;,l]) = el(as; ) + Bsj -y + v ad)) -singyy] =

(a3] * (l{)] +‘83] * (lg] +y3] * (lg]) 'Slﬂl/)] +

+1,[)j-(a3j-afj+[)’3j-a§j+y3j-a§j)-cos¢j (5.58)

d (0by1;\ _ d 0 01— p 0 _ 0
E(a_q;]-) =—[B1j - alj —ayj - ag;] = Byj - @l — dyj - a3; (5.59)

Hasonléképpen jarunk el a masik két irdnytényezo esetében is:

gy Obay o abzu 6b21] 0b31j .4 (9bay
byj =1 a¢,+9 + @ - +; - dt(¢)+9 dt(ae]-)+
Bb21]
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A parcialis derivaltak id6 szerinti derivaltjai a kovetkezd6k:

d (0by15\ _ d 0 0 01— T[4 0 : 0 g 0
—(_]) = oolonj-ady+ Buj - afy + vy ad] = [ - afy + B - afy + 74 af)]

dt al,bj
(5.61)
i(%) =i[—(a )i+ Byicadi+y -~a0-)~c051/)-] =
dt \ 26; dt 3j % T P32 T F3j T B3 J
+1j - (agj - afj + By - ag; +vs) - agy) - siny;
d (0by15\ _ d 0 07— [p 0 : 0
m (W,]) =i [Bej -l — @z agi] = By - @by — ;- @3] (5:63)
Végiil:
. . db3qj . Ob3zqj 3 i 0bzq; . i Ob3z1j
bs1j = 6; 29, + @; 29, + 0 dt<69j>+(p] dt(()(pj) (5.64)
a kovetkez6 részkifejezésekkel:
i(% = i[y cadi-sing; +ys; - adicosgj +al; - sing;] =
dt \ 96; at 137 71 VR T Rt J| J T 43 j
[]’/3]- . a{’j sin@; + @ - ysj a{’j ~cos@;+ys;- agj COS @] +] (5.65)
—@; - ¥3j - a3;sing; +0; - a3; - cos b
d (0bzj\ _ d 0 071 _[p 0 . 0
E(W;) =—[Bsj. - af; — ayj - a3;] = [Bs). - @l — épj - a3j] (5.66)
5.4.1. A gobmbcsuklo

A gombcsuklé gyorsulasainak kényszeregyenleteit az (5.29) rendszer idé fiigg-
vényében valo derivaldsa utan kapjuk, amelyek:

Xei — l»bi(xij “Qg + Yij - Bai + 2 ‘Vzi) + éi(xij caz +yij - Pai + 2 ‘Vsi) siny; +
+;(xij - B — vij - axi) — Yi(xij - b + yij - Pai + 2ij  Vai) +
+0;(xij - dag + yij - Bai + 2y - Vai) siny + @iy - Bri — iy - i) +
+6; 'l»[’i(xij caz; +yij - Pai + 2 ‘Vsi) cosy; — ch +
+1.23j(xji “Qyj +Vji - Baj + 2Zji '}’zj) -
=0 (xji - asj + Yji - Baj + 2 vap) sin; — 6 (a0 Buj — vy ) +
+; (x5 - daj + yji - Boj + Zji - V2j) —
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—0;(xj; - dsj + yji - Baj + zji - V3j) sinp; — @ (x5 - Brj — vji - &aj) —
—0; - j(xj; - agj + yji - Bsj + zji - ¥3j) cosP; = 0

Yoi + 1/3i(xij “Qy; +Yij Pt Zij Y1) —
—0;(xij - asi +yij - Bai + 25 - v3i) cosp; +
+¢;(xij - B = yij - @) + Yy - dag + iy - Bui + Zij - Var) —
—0;(xij - 3 + yij - Pai + zij - Vai) cos; + @i (i - Boi — yij - dzi) +
+0; - (%) - @i+ yij - Bai + 2ij - vai) sin; — Vg —
_lzjj(xji “ayj+ Y Pij + zj; '}’1]') +
+0;(x; - asj + yji - Baj + zji - v3j) cos; — & (xji - Paj — Vji - 2j) —
~ (x5 - daj +yji - Buj + 2z 1ay) +
+0;(xj; - dsj + )i - Baj + 2ji Vi) cosp; — @ (xi - Paj — Vji - daj) —
—0; - ;(xj; - agj + yji - Bsj + zji - v3j) sin; = 0

Zgi +6;(x;; - v3i - sin@; + y;j - ¥ai - cos@; — z;; - sin ;) +
+@i(xij - Bai — yij - asi) +
+9i(xij “Y3i - Sin@; + Y- V3 - COSQ; — Z;; - él- cos Oi) +
+6; - @i (xi - vai - cos@; — yij - Vai - sing;) + @i(xij - Pai — yij - i) —
—ZG]- - éj(xji “Y3j - sing; +yj; - y3j - cos@; — zj; - sin 9]-) -
= (xji - Baj = yji - asp) =
—éj(xji “Y3j - sin@; +yji - y3j - cos@; — zj; - éj sinBj) -
—0;p;(xji - V3j - COS@; — yji - Vaj - Sin@;) — @ (xji - Paj — Vji - dzj) =0

(5.67)

5.4.2. Egyetemes csukld (kardankereszt vagy csapos gombcsuklo)

A gyorsulasokat meghataroz6 kényszeregyenletek az (5.67) egyenletrendszer-
bél (ahol ismert, hogy @ = 0) és az (5.31), feltételek derivalasabdl kapott egyen-
letb6] tevodik 6ssze, azaz:

BlSibllj + 21.9131'15111' + b13i511j + BZSib21j + 2523i521j + b23i521j + 533ib31j +

+2b33;b31j + b3zib31; = 0 (5.68)
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A valtozdk szétvalasztasa és csoportositasa utan, az (5.45), (5.49), (5.53), (5.56),
(5.60) és az (5.64) egyenletek segitségével felirjuk az (5.68) egyenlet altalanos
alakjat:

7 Obisi | 4 Obisi | .. a17131 (ab131)
lpl awl + 0[ 69 + (p + wl dt awl + ) b +
abm) y. L (%) 11
+9 ( a0 + dt \ dg;
P - Wasi 4 6; - Wasi 4 @i abm + W - (abw) +
o 96; dt \ ay;
+ . d (8b,s; ab “baqj +
+0; —(ﬂ)-i-(p ( 231)
l dt 691' l a(pl
g, . Obssi | o5 Obssi 4 g .i(_‘”’%i) 5. .i(abm)] s
+ [91 a0, TP oy T O 4 a0, ) T 91 4Gy, b31j +
I i dbq4j N 0bq4j . abn, Obqq; i
¥ a¢,+9 80 +é;- +¢J dt Y t
+ “byzi +
] LY 0byyj
+0; - — + ¢;
T at\ ae; 7 ae\ oy, |
[ . abZl] . ab211 . ab21] Bb21] )
¥ a¢,+9 80 +é;- lpl dt Y t
+ “bysi +
] bz Obayj
+0; - — + ¢;
T at\ ae; 7 ae\ oy,
(5 005y o Obsy g () o d (9bs\]
+ _91 26; +9; 3¢; +9 dt( 26 T a¢; bazi +

 Obisi s Obya dbys abu, : abu, . by
+2‘[¢i‘ oy, T0i g T O aq;ll] [% t6- A7 APl

. i . % '. . abZ3i oo ab231:| abZ1] ab21] ab21j

+2 [llh oy, T0i 5, 1@ [‘l’f +6; - +<P] 20, | T
g, . 0bssi o Obssi] |5 0Psvj o 9bsij| _

+2-[6, Tt gy a(pi] [9, ot gy ] = 0 (5.69)

Az (5.69) egyenletben csak az Euler-szogek masodik derivaltjai ismeretlenek.
Tehat amint az egyenletbdl is kitlinik, a tagok kdnnyen udjracsoportosithaték
az ismeretlenek szerint, és az egyenlet kifejezett alakban is irhaté. A parcialis de-
rivaltak pedig el6re meghatarozott, ismert értéki fiiggvényekbdl tevédnek dssze.

5.4.3. A hengeres csuklé

A hengeres csukloval kapcsolt tagok gyorsuldsait meghatarozé rendszer elsé
harom kényszeregyenletét az (5.43) matrixegyenletbdl fejezziik ki, amelybe behe-
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lyettesitjiik az (5.44) és az (5.45) egyenléségeket. Az igy kapott rendszerhez hoz-
zarendeljlk az (5.70) feltételeket.

b3 = b13j

5331' = B33j (5.70)

Az (5.45), (5.46), .., (5.55) egyenletek figyelembevétele és csoportositasa utdn a

hengeres csukléval kapcsolt kinematikai par gyorsulasat meghatarozé egyenlet-

rendszer a kdvetkez6 alakban foglalhat6 dssze:

. 0bq3;
Gl_lpi(xij'azi+yij'ﬁ2i+zij'yzi_a'i)+

oY;
; _ ab
+0; [(xij “ @3+ Yij - Bai + 2 Vai) sing; +a- 131] +

Oby3;
09;

+¢; (xij “Pri—yijrata- ) —i(xij - Qo + Vij - Boi +2ij  Vai) +
+0;(xij - i + yij - Pai + zij - Vai) siny; + @i (3 - Bry — vij - dag) +

+0; - Pi(xij - @z +Vij - Bai + Zij  V3i) coSY; + d - bygy + 2@ by +
vas [ (55 + 0 5 (552) + o (G| = Ko +

+1/Jj(xji 0y +Vji - Baj + 2z 'sz) -

=0 (xji - asj + Yji - Baj + 2 vap) sin; — (a0 Buj — vy ) +

P (x5; - daj + Yji - Boj + 2ji  V25) —

—0; (i - @z + )i+ Baj + 2ji - Vaj) sinty; — @ (x5 - Brj — vji - dag) =

—0; - (%) - asj + yji - Bsj + zji - ¥3j) cosP; = 0

ab
YGl + lzbl (xu aq + Yij * ﬁll + Zij " V1i ta- 231) -
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oYy
0ba3i
(xl] az; + Yij * ,331 + Zijj * VSL) COSl/)l —a- 30, +
o a1’231
% (xif “Bai — Yij-azta- ) + 1»0 (xl] @y + Yij - Blt +z;5 - Vlt) -

=0, (xij - d3; + yij - Bai + 25 '1731') cos; + @; (xij - Boi — yij - dai) +
+0; - Pi(xij - @z + Vij - Bai + Zij - ¥ai) SinY; + d - byg + 2+ a - bysy +

+a- [wl = (a;f‘) +0,- (a;’;“) + ¢ .%(a;’;ji)] — ¥ -
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_‘.Z}j(xji “ayj+ Y Pij t zj; '}’1]') +

+éj(xji “azj+ Vi Baj+zj; 'V3j) cosy; — ¢j(xji “Baj — Vi - azj) -
—i(xji - daj +vji - Buj + Zji - Vay) +

+6;(xj; - daj + yji - Baj + zji - V3j) cosyp; — @i (xi - Paj — Vi - daj) —
—0; - (%) - agj +yji - Bsj + zji - y3j) sinh; = 0

.. .. . . Oban;
Zgi +6; (xij “¥3i - Sin@; + y;j - ¥3; - cOs@; — z;; - sin@; + a-ﬁ) +

. dbss;
i (xij “Bsi — yij @z + a‘a—:j) +
+0;(xij - V3i - sin @ + Yy - Vai - cos @; — 2z - 6; cos 6;) +
+0; - @i (xij - vai - cos@; — yij - Vai - sing;) + @i(xij - Pai — yij - dai) +

+d‘b33i+2'd'[933i+a'[9‘%(%)+¢'%(Zb_g)]_

Gj —
—5j(xji “Y3j - Sing; + yj; - y3j - cos@; — zj; - sin Bj) -

=@;(%i - Baj — ji - a3j) —

—Bj(xﬂ . ]/3] . Sin(pj + y]l . ]/3] + COS (p] - Zji . 9] sin 9]) -

—0;p;(xji - V3j - COSP; — yji - Vaj - Sin@;) — @ (xji - Paj — Vji - dzj) =0

«  0byzi . x Obizi , .. Obiz; :d (6b13i) . d (abm) . d (6b13i)_
Vi P; +0; 20; M4 dp; + i dt \ ay; +6; dt \ 26; M4 dt \ do;
w  Obyzj ;i  Obyzj .. Obisj i d [0bysj

=0

. d ab13]' . d ab13j
+9] dt( 691 T (p] dt a(p]

= dbszi , .. Obszy . d(ab33i) . d(ab33i)
0 29; M4 20; +6; dt \ 96; t ¢ dt \ d¢;

; Obszzj .. Obsszj 5 d (0bszj . d (0bszz;\| _

5.4.4. A csuszka (Kkeresztfej)

(5.71)

A csuszkaval kapcsolt tagok gyorsulasai meghatarozasahoz sziikséges egyenlet-

rendszer megegyezik a hengeres csuklééval, amelyhez hozzarendeljiik az (5.72)
feltételt.

@7 = (P]* vagy 5311' = B31j (5.72)
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amely az (5.64) egyenldséggel kifejezve, a kovetkez6 rendszer hatodik egyenletét
alkotja:
" b3
Xei —ll’i(xij'azi‘i'}’ij “Pai + 2ij Vi —a'a—i) +

; _ ab
+0; [(xij “ @3+ Yij - Bai + 2 Vai) sing; +a- 131] +

ab131
09;

+¢; (xij Pri—yiauta ) Pi(xij - o + yij - Boi + 2ij - Var) +
+0;(xij - d3g + yij - Bai + 2y Vai) siny + @iy - Bri — vy - @) +
+0; - i (xij - @i +yij - Bai + Zij - ¥3i) COSP; + G- bygy + 2 a - byy; +
va- [ (55 + 0 5 (552) + o (G| = Ko +
+; (i - @j + Vi - Baj + Zji - V25) —
=0 (xji - sy + Yji - Baj + 2 vap) sin; — 6 (- Buj — vy ) +
P (x5; - daj + Yji - Boj + 2ji - V25) —
—0;(xj; - dsj + yji - Baj + 2ji - V3j)sinp; — @ (xji - By — vji - &aj) —
—0; - ;(xji - azj + Yji - Paj + zji - ¥3j) cos; =0

YGL + 1/)l (xU ayi+yij-Putzij-vuta- a:;jl) —

<(xl] az; +yij - Pz +2ij - )/31) cosy; —a- a;;;&) +
+¢; (xij “Bai —Yijraz ta- abw) + i (i - da + yij - Pui + zij Vi) —
—0;(xij - 3 + yij - Pai + 2ij - Vai) cos; + @i (xij - Boi — ij - dai) +
+0; - Pi(xij - @z +Yij - Bai + Zij - ¥ai) Sin; + é - byg +2-a- byzy +
a-li (55 + 0 G (55) + o (G| = Vo -

_‘.Z}j(xji “ayj+ Yy Pij + zj; '}’1]') +
+0;(x; - asj + yji - Baj + zji - v3j) cos; — G (xji - Paj — Vji - ) —
~ (x5 - daj +yji - Buj + 2z vay) +
+0; ()i - @3 + )i+ Baj + 2ji - Vaj) cosypy = @(xji - Boj — yji - o) =

—0; - ;(xj; - agj + yji - Bsj + zji - ¥3j) sin; = 0
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5 5 . . b3
Zgi +6; (xij “¥3i - Sin@; + y;j - ¥3; - cos@; — z;; - sin@; + a~a—;j) +

% 0b33;
i (xij “Bsi — yij s + a’a_:;j) +
+9i(xij . }73i . Sinq)i + yl] . }73i *COSQ; — Zl'j . éi CosS 01) +

+0; - @i (xij - vai - cos@; — yij - Vai - sing;) + @i(xij - Pai — yij - dai) +

- e . & _ab33i) ; .i(ab”i)]— 7 —
+d b3z +2-a- b33 t+a [9 dt(aei T a¢; Zaj

—éj(xji “Y3j - Sing; + yj; - y3j - cos@; — zj; - sin Bj) -
~3 (i * Baj = yji - asj) —
—Gj(x]l . }/3] - sin (p] + y]l . }/3] * COS (p] - Zji . 9] sin 9]) -

—0;@;(xji - ¥3; - COSQ; = Yji - V3 - Sin@;) — ¢ (% - B — yji - ds;) = 0

«  0bqzi :+ 0bq3; .. Obqszi H d (6b13i) . d (ab13i) . d (6b13i)
lp,’ Y; + 9" 00, + Pi ap; T wl dt \ 0y; + 9" dt \ 06; + Pi dt \ d¢;

. 6b13]- o ab13]' . abl3j i d ab13j

1/)] Y; +9] 26, +(pj 90, +1/)] dt \ oy; + 0

5 d (Obizj . d (0by3; -
+6; dt( 80 URZRT dpj

:+ 0bz3; .. Obss ; d (ab33i) . d (ab33i)
9" 20; + Pi dp; + 9" dt \ 26; T Pi dt \ d¢;

. 6b33j . 6b33]- . d 6b33]- . d 6b33j _

[91 26; t & 3¢; 0% 26 RRZAT ap; )| 0

i Obzqg .. 0Obzq , d [0b3q; . da (6b31i) i Obzyj .. Obzj
9" 20; +(pl dp; +9] dt 691 +(p,' dt \ d¢; 9] 691 +(p] a(p] T

y 4 (b3 o d (931 _
+6; dt(69j>+(p] dt((,wj)_o (5.73)

5.4.5. A forgé csuklo

A forgd csukloval kapcsolt tagok gyorsulasait meghatarozé rendszert az (5.45)
sebességeket meghatarozé egyenletek id6 fiiggvényében valé derivaldsa utdn
kapjuk, vagy az (5.71) hengeres csukl6 egyenletrendszerében az a paramétert
allando6nak tekintjiik, azaz:

Xei —1pi(xij'azi+)’ij “Pai + 2ij - Va _a,ib_ﬁ) +
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+éi [(xij cagpt Vij Bsi + Zij 'Vgi) siny; +a- ab“‘] +

Obq3;
09;

+¢; (xij Pri—yijrata- ) —i(xij - Qo + Vij - Boi +2ij - Vai) +
+0;(xij - ctai + yij - Pai + zij - Vai) siny; + @y (x5 - By — yij - dai) +

+6; 'd’i(xij caz + Y- Bai + 2 ‘Vsi) cosy; +

vas [ (55 + 0 5 (552) + o (G| = Ko +

+; (i - @j + Vi - Baj + Zji - V25) —

—0;(xj; - asj + yji - Baj + zji - vaj) sin; — @;(xji - Brj — vji - @aj) +

P (x5; - daj + Yji - Boj + 2ji  V25) —

—0;(xj; - dsj + yji - Baj + 2ji - Vi) sinp; — @ (x5 - By — vji - &aj) —

—0; - ;(xji - azj + Yji - Paj + Zji - ¥3j) cos; =0

0by3;
YGl +1/)l (xl] x1 +yl] .311 +ZU Yiuta- 612? ) -

((xl] az; +yij P + 2z - y3l) cosyp; —a- a;;“) +
+¢; (xij “Bai—Vijrazta- ?—:ji) + i (o - dai + yij - o+ zij Vi) —
—0;(xij - ctai + yij - Pai + 2ij - Vai) cos Wi + @i (xij - Poi — Vij - dai) +
+0; - Yi(xij - @z + Vij - Pai + 2ij - vai) sin; +
va e g (F5) + 0 5 (552) + 90 52 (52| = Vo -
—1]5j(xji “ayj+ Y Pij t zj; 'V1j) +
+0;(xji - asj + yji - Bsj + zji - vaj) cos = 6(x0 - B — Vji - azj) —
—i(xji - daj +vji - Buj + Zji - Vay) +

+0; (%0 - daj + ¥ji - Bsj + zji - V35) cos by — @(x0 - o — Yji - daj) —

—0; - (%) - agj + yji - Bsj + zji - v3j) sinp; = 0

.. .. . . )
Zgi +6; (xij “¥3i - SINQ; + Y- V3; - COS@Q; — z;j - Sinb; +a -ﬁj‘) +

; dbss;
i (xij “Bsi — yij s + a‘a—:j) +

+0;(xij - V3i - SinQ; + yij - ¥3i - €S 9y — 25 - 0; cos 6;) +
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+0; - @i (i - vai - cos @i — Vi - vai - sing;) + @i (xij - Pai — vij - dzi) +
va-[0- 5 (F2) + 0 5 (52)] - Zoy -
O(xﬂ Y3j - Sin@j +yj; - y3j - coS@; — sm@)—
~; (i * Bsj — vji - asp) —
—éj(xji Y3 SInQ; +yj; V3 €OSQ; — Zj; * éj sinej) -

—0;@;(Xji - V35 - COS @; = Yji - V3j - Sin@;) — @ (% - Psj — Vji - dsj) = 0

N, . a17131 N a17131 o 0by3; i, . i(abmi) 3. . i(abwi) <. i(abmi) _
Vi P; +0; M4 dp; + i dt \ ay; +6; dt \ 26; M4 dt \ do;

T 6b13]- A . 6b13]- . 6b13] 6b13] ] i 6b13]-

b au;,-+91 ae,-+(p 1/)1 at\ oy, +91 dc \ 26 + ~0

4@ — % Bl
(p] dt a(p]'
j. . 0bssi o Obasi i(abﬁ) i(al’i)_
0 29; M4 20; +6; dt \ 96; t ¢ dt \ d¢;
4. . ab33]' . ab33] ab33] i ab33]' _
b B2+ Gy T2 6 m(ae)+¢1diaw)]—0 (5.74)

5.4.6. A menetes csuklo

A menetes csukloval kapcsolt tagok gyorsulasat meghatarozo rendszer a henge-
res csukléval kapcsolt tagok gyorsuldsat meghatarozé egyenletrendszer sajatos
eseteként kezelhetd. A gyorsulasokat meghatarozo6 egyenletrendszer alapegyenle-
tei tehat az (5.71) egyenletekbdl allnak, amelyhez hozzarendeljiik az (5.75) felté-

teleket, azaz:

{=¢;—@;
i= 5 (§ = ¥)) (5.75)

A ¢;jaz (5.41), (5.42) és az (5.43) egyenletek derivalasa utdn, kifejtett alakban az

alabbi moédon irhaté fel:

D35 Sin 0] +b3:0; bas;
_ b b 3 321 i 32iYi Y33i 5‘ 76
3317331 b§2isinz 9; ( )

d)* — b31ib321_b31ib32i b33ib33i+b33i

i 2 i OF
b3,; b3yisin 6;
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5. KINEMATIKAI PAROK EULER-SZOGEKKEL KIFEJEZETT KENYSZEREGYENLETEI

A (p]* kifejezés az (5.76)-tal formalisan azonos, azzal a kiilonbséggel, hogy az ,i”

indexet a ,j” indexszel helyettesitjiik.
A fenti jelolésekkel a menetes csukléval kapcsolt tagok gyorsuldsat meghatarozo
rendszer 6todik egyenletéhez jutunk.

b31ib32i—b31ib3zi , D33ib33itbis; b3iSin 6; +b3i6;b33i

— Do Dan:
2 ; * 33iY33i 2 : *
P ) b3,; b33;sin 6; b%,; sin? 6; (5.77)
2m\ B31jb3zj—bs1jbsaj | D3sjbasj+bis; — bauib b33jSin 0} +bs3;6;bss; ’
b3y b3zisin 6} 33j733) b%zj sin? 0}

Megjegyzés:

A gépekben miikod6 mechanizmusok tengelyei altaldban jol meghatarozott ira-
nyd csapagyhazakban helyezkednek el. Ezekben az esetekben a hengeres, forgd
vagy menetes csukloval kapcsolt kinematikai parok geometriai rendszereinek
iranytényezd6i dlland 6k, tehat a derivaltjaik értéke nulla, igy ezekben az esetekben
a tagok sebességét és gyorsulasat meghatarozé kényszeregyenletek feltételei ki-
esnek a rendszerbdl. A tengelyek egymasra helyezésekor, a hengeres, forgo,
csuszka és menetes csukléval kapcsolt kinematikai parok sebességeit és
gyorsuldsait meghatarozé rendszereiben a poziciék meghatarozasara be-
mutatott, az esetnek megfelel6 mdédositdsokat kell kieszk6zo1ni.
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6. A TERMECHANIZMUSOK DINAMIKAI KIEGYENSULYOZASA
ES OPTIMIZALASA

6.1. A teljes kiegyensiilyozas

E. N. Stevensen Jr. [51] tudomanyos koézleményében egy altalanosan
megfogalmazott médszert mutat be, amely szerint hdrom egymadsra kol-
csonosen merGleges tengelyre helyezett hat ellensullyal barmely me-
chanizmus kiegyensulyozhatd, ha az ellensulyokat tart6 tengelyek azon a
gép torzsének sulypontjaba helyezett koordinata-rendszer tengelyeivel
parhuzamosak, amely szerint a géptorzset terheld hatéerdket és nyoma-
tékokat meghataroztdk. Azokban a sajatos helyzetekben, amikor a ha-
rom ellensulytarté tengely valamelyike hidnyzik, réviden bemutatja,
hogyan lehet a géptorzs egyik pontjanak rezgését minimalisra csokken-
teni. A kozleményben bemutatott médszer csak egyetlen csomépont
rezgésének minimalizalasat targyalja, viszont azt is igazolja, hogy a fel-
tett minimalizadlds kovetkeztében a gép tobbi pontjanak rezgés-
amplitadéi névekednek.

Annak ellenére, hogy a géptorzs 0sszes pontjai rezgésamplitidoinak
minimalizalasara nem ad megoldast, egyetlen a szakirodalomban eddig
megjelent dinamikai kiegyensulyozast elemz§ munkak koziil, amely
referenciapontként szolgdl és tovabbfejleszthetd.

Az alabbiakban a dinamikus kiegyensulyozast altalanos mechanikai
modellen vizsgaljuk.

Az 6.1. dbran felvett OXYZ koordindta-rendszer origdja egybeesik a
géptorzs sulypontjaval. Az 0X tengellyel parhuzamos Kiegyensilyozo
tengely az (0YZ) sikot a (0, a,, ay) pontban dofi at. Erre a kiegyensulyo-
z6 tengelyre elhelyezett ellenstlyok OX tengely szerinti szabadon valasz-
tott koordinatai x = a;,x = a,. Hasonl6képpen, az OY koordinataten-
gellyel parhuzamos kiegyensulyozo6 tengely az (0XZ) sikot a (b,, 0, b,)
pontban dofi at, az ellenstlyok pedig ezen az y =b,,y=b, y-
koordinataji pontokban lesznek elhelyezve. Végiil, az 0Z koordinataten-

gellyel parhuzamos kiegyenstulyozd tengely az (0XY) sikot a (cy, Cy» 0)
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6. A TERMECHANIZMUSOK DINAMIKAI KIEGYENSULYOZASA ES OPTIMIZALASA

pontban dofi at, a tengelyre illesztett ellensilyok helyzeteit a
Z = ¢1,Z = c, z-koordinatak jelolik ki.

Az excentrikus elhelyezésli kiegyensulyoz6 tomegek altal létrehozott
centrifugalis er6k értékét az

F =mrw? (6.1)
képlettel szamitjuk, ahol m a kiegyensulyoz6 tomeg, r pedig ennek to-
megkozéppontja és a forgastengely kozotti tavolsaggal egyenld.

Y
A

A(.O

ot+ey,

* (&

0° o X
.d ot+e,, .@ (‘)H'QDx;r
. . ®
\'
&
<7a1 —
a, -

6.1. abra

A kiegyensulyozé erdk kettds indexei a tomegek hovatartozasat és he-
lyét mutatjak, igy az Fx; és Fx2 az OX tengellyel parhuzamos, az F,; és F;
az 0Y tengellyel parhuzamos, mig az F; és F,2 er6k az OZ tengellyel par-
huzamos kiegyensulyoz6 tengelyre szerelt tomegek altal gerjesztett
centrifugalis eréket jelolik.
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6. A TERMECHANIZMUSOK DINAMIKAI KIEGYENSULYOZASA ES OPTIMIZALASA

A tovabbiakban sziikség lesz arra, hogy az excentrikusan elhelyezett
kiegyenstlyozé tag tomegkdzéppontjat az all6, géptorzshoz kotott koor-
dinata-rendszerhez viszonyitani tudjuk. Nevezziik a kovetkez6kben fa-
zisszognek azt a szoget, amelyet a kiegyensulyozé tag tomegkozéppont-
jabdl a kiegyensulyozé tengelyre bocsatott merdleges zar be a két fenn-
maradt merdleges iranybdl azzal, amelyik a sz6g mérését az éramutato
jarasaval ellentétes irdnyitasban teszi lehet6vé. Ezek szerint az X ten-
gelyre szerelt kiegyensulyoz6 tomeg fazisszogét az Y tengelyhez, az
Y tengelyre szereltét a Z-hez, mig a Z-re szereltét az X-hez viszonyitva
hatarozzuk meg.

Ahhoz, hogy a kiegyensulyozast 1étrehozzuk a tomegek szabadon va-
lasztott elhelyezésének fiiggvényében, ki kell szdmitanunk minden ki-
egyensulyoz6 tomeg fazisszogét és a kiegyensulyozo6 tengelyhez viszo-
nyitott statikus nyomatékat az OXYZ géptorzshoz kotott koordinata-
rendszerben.

A 6.1. 4bran szerepld kiegyensilyoz6 tomegek pillanatnyi szoghelyze-
tét az ot+¢ kifejezéssel adhatjuk meg, ahol a ¢ szog a fazisszog.

A tovabbiakban a Fourier-sor els6 harmonikus tagja szerinti teljes ki-
egyensulyozast targyaljuk. Az elsé harmonikus tag Acoswt+ Bsinwt
alakban tartalmazza a kiegyensulyozatlan erdket és nyomatékokat. Az
A és B egylitthaték iranyokat, er6ket és nyomatékokat megkiilonboztetd
indexszel vannak ellatva.

A kinetostatikus elvnek (a D’Alembert-elvnek) megfeleléen a lengést
gerjesztd erdk és nyomatékok vektorkettése a kiegyensulyozé tomegek
altal gerjesztett eré6k és nyomatékok vektorkett6sének ellentétje kell
legyen, azaz:

YF,=0=Apycoswt+ Bpysinwt + Fz; cos(wt + ¢z) +
+F;, cos(wt + @z,) + Fyq sin(wt + @y1) + Fy, sin(wt + @y,)

YE =0=Apycoswt+ Bpysinwt + Fy; cos(wt + @yxq) +
+Fy, cos(wt + @x,) + Fz1 sin(wt + @z1) + Fz, sin(wt + @5,)

YFE,=0=Apzcosw-t+ Bpzsinw -t + Fyysin(w - t + @xq) +
+Fy, sin(w - t + @xy) + Fyi cos(w - t + @yq) + Fyp cos(w - t + @yy)

(6.2)

XM, =0=Ayx -cosw-t+ Byy-sinw-t+
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+by - Fyq - cos(w -t + @yq) + by - Fyy - cos(w - t + @y,) —

—c1 Fz-sin(w-t+@z) —cy - Fzp-sin(w -t + @zp) —

—ay - Fy; - cos(w -t + @xq1) —ay - Fy, - cos(w - t + @x,) +
+a, - Fyq-sin(w -t + @x) +a, Fyy-sin(w -t + @y,)

XM, =0=Ayy cosw-t+Byy sinw-t+
+ci - Fzy-cos(w-t+@z)+ ¢y Fpp-cos(w:t+ @z) —
—ay - Fx1 - sin(w - +@x1) — ay - Fxp - sin(w - t + ¢x2) —
—b, - Fyy - cos(w -t + @y1) — b, - Fy, - cos(w - t + @y,) +
+b, Fyisin(w -t + @yq) + by Fyy sin(w - t + @y5)

YM; =0=Ayz; cosw t+ By sinw-t+
+a, - Fyq-cos(w-t+ @x) +ay, - Fyy - cos(w -t + @xy) —
_b1 'FYl Sln((,()t+(le)_b2 ‘Fyz Sln(w t+(py2)+
tcy  Fzq - sin(w -t + @z1) + ¢, - Fzp - sin(w - t + @z;) —
—Cy Fyi-cos(w-t+ @z)—Cx Fzp-cos(w-t+ @yzy) (6.3)

Vezessiik be a képletek konnyebb érthet6sége végett az alabbi jelolé-
seket:
Q1 = Fxq1 - cos @y ; Q3 = Fxp - COS @y,
Ry = Fxq - sin@yq; Ry = Fxp - singy,
S1 = Fy1 - €cos@y;;S; = Fyy - COS @y,
Ty, = Fyy - sin@yy; Ty = Fyy - sin @y,
Uy = Fzy - cos@,, ;U = Fzp - COS @z
Vi =Fz1-sin@gzy;Vy = Fzp - Sin@g, (6.4)
Ezekkel az (5.2) és (5.3) egyenletek a kovetkezé alakban frhatok fel:
ZFX =0 = (Apx+U1+U2+T1+T2)'COS(J)t+
+(BFX - V1 - VZ +Sl +52) * Slnwt
ZFy = 0 = (AFy+Ql+Q2 +V1+V2)‘Coswt+
+(BFY + U1 + U2 —R1 —Rz) -Sinwt
ZF'Z = O = (AFZ +Sl +52 +R1 +R2) ‘COS(J)t‘l‘
+(BFZ + Q]_ + QZ - T1 - Tz) * Sln(l)t

AMX+b1.Sl+b2.SZ_Cl.V1_

z:M’Czoz(—Cz‘Vz_ay‘Q1_ay'Qz"‘az‘R1‘|‘az'Rz).COSwt-l_
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+< Byx —=by Ty —by T — ¢y - Uy — )-Sin(ut
_Cz‘U2+az‘Ql+az‘Qz+ay‘R1+ay'R2

_ _ AMY_al‘Rl_az'R2+C1‘U1+
S M, =0 (

B —az'Q2+bz~T1+bZ.T2+bx,51+bx_52>-coswt+

Byy—¢1-Vi—c-Vo—ag- Q1 —

+<+C2‘Uz—bz.Sl_bz,Sz+bx_T1+bx.T2)'Sln(Ut

o (Amzta;-Qi+ay - Qy—by Ty —by T, +

ZMZ_O_( +Cy‘V1+Cy‘V2_Cx'U1_Cx‘U2 ).Coswt-l_

+< Buz —a; Ry —az Ry —b; - S; — )-sinwt
_bz‘SZ+Cy'U1+Cy‘U2+Cx'V1+Cx‘V2

(6.5)

Ahhoz, hogy a mechanizmus kiegyensuilyozasat a teljes kinematikai
ciklusra megvaldsitsuk, a (6.5) egyenletnek a t idévaltozé barmely érté-
kére teljesiilnie kell. Ez a feltétel csak akkor valdsulhat meg, ha a rend-
szer minden egyenletében a coswt és a sinot egyiitthatdit egyenlévé
tessziik nulldval. Ezzel a feltétellel egy 12 egyenletbdl 4116 és 12 ismeret-
lenes linearis egyenletrendszert kapunk, melynek matrixalakja a kovet-
kezd:

0 0 o o0 1 1 1 1 0 0@ —Ary
0 0 r1 1 0 o0 0 0 -1 -1]]@, By
1 1 o 0 o0 o0 0 o0 1 1 R, A4,y
6o 0 -1 -1 0 0 0 0 1 1 0 O0/|[R -B,,
6o o 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0[S -4y,
1 10 0 0 0 -1 -1 0 0 0 0/]|S -B,,
~a, -a, a. a, b b 0 0 0 0 - ||| |-4y,
a, a a, a 0 0 -b b -¢ - 0 0 T, By
0 0 -a -a -b b b b ¢ ¢ 0 0| Ay
-a -a, 0 0 b b b b 0 0 -¢ -¢||U, B,y
a a 0 0 b b, —¢, -, ¢ ¢ |4 -4,
0 0 -4 -a b b, 0 0 ¢ ¢ ¢ ¢ ||V;] |-By]

(6.6)

Az (6.6) egyenletrendszer megoldasa utan, az (6.4) képletekbdl fejez-
zlik ki a kiegyenstlyozé erdk abszolut értékeit:
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Fy, = IQ1 + R} = (mr)x, - w?
Fy, = ’QZ + RZ = (mr), - ?
Fyy = ’512 + T = (mr)y; - @*
Fy, = ’SZ + T = (mr)y, - w?
Fz, = ,/U12 +VE=(mr)z - @?

FZZ =4/ UZZ + VZZ = (mT)ZZ . (,()2 (67)

Ugyancsak a (6.4) egyenletekbdl szamitjuk ki a kiegyensulyozé erék
fazisszogeit is, azaz:

ors = artg (2) o = aretg ()

Py1 = arctg( )‘Pyz = arctg( )

Q71 = arctg( )(pzz = arctg( 2) (6.8)

A (6.8) egyenletekben lényeges a szamlalé és a nevez6 el6jelének meg-
tartasa, mivel a fazisszoget el6jelesen kell szamitanunk. (Pozitiv az els-
jel, ha a szoget az 6ramutat6 jarasaval ellentétesen mérjiik.)

6.2. Optimalis kiegyensulyozas a géptorzsre hato tehetetlenségi
erok és a tehetetlenségi er6k nyomatékainak minimalisra
valo csokkentésével

Abban az esetben, ha a kiegyenstlyozas csak részleges lehet, a ki-
egyensulyozatlanul maradt erék és nyomatékok valtozé abszolut értékei
zajt és az egész rendszerben rezgést okoznak. Az optimizalas célja a gép
torzsére hatd kiegyensulyozatlan er6k és nyomatékok minimalisra vald
csokkentése. A moédszer alkalmazisaval a kiegyensulyozatlan erék és
nyomatékok abszolut értékei, a teljes kinematikai ciklusra szamitva,
minimalisra cs6kkennek.

A Kkiegyensulyozatlanul maradt eréket és nyomatékokat jeloljiik
YFE,...2 E, illetve Y M,,...> M,-vel, amelyek a géptorzs sulypontjira

szamitott tehetetlenségi er6kbdl és a tehetetlenségi er6k nyomatékaibdl,
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a kiegyensulyoz6 er6kbo6l és ezek nyomatékaibdl tevédnek ossze.
A (6.9) egyenletrendszerben a rezgést okozo tehetetlenségi erék és a
tehetetlenségi er6k nyomatékai a Fourier-sor elsé harmonikusaként
vannak jelen:

YFE =Ayp-cosw-t+Bypy,-sinw-t

YE =Aypy-cosw-t+Bypy,-sinw-t

YF, =Ayp,-cosw-t+Byp,-sinw-t

XMy =Aypyy-cosSw -t + Byyy-sinw-t

XM, =Ayyy cosw-t+Byyy-sinw-t

XM, =Ayy, cosw-t+ Byy, sinw-t (6.9)

A (6.9) egyenletrendszerben hasznalt ,A” és ,B” jelolések formalisan
megegyeznek a (6.5) egyenlet zardjelbe foglalt egyiitthatdival, megje-
gyezve, hogy a zarojel tagjai a tehetetlenségi erdk, a tehetetlenségi erék
nyomatékainak egyiitthatdi, mint Arx; Brx; vagy Amx; Bwmx, illetve a ki-
egyensulyozd tengelyekre helyezett ellensulyok altal bevitt kiegyensu-
lyozo erdk és nyomatékok egytitthat6ibdl tevédik ossze.

Osszehasonlitva a (6.5) és (6.9) egyenléségeket felirhaté a két egyenlet
Fourier-egytitthatoi kozott az egyenléség:

Aspy =Apx + U + U, +T1 + T,
Bypxy =Bpx = Vi =V, + 51+ 5;
Aypy = Apy + Q1+ Q2 + V1 + 1,
Bypy =Bpy +U; + U, —R; — R,
Ay p, =Apz +S1+ 5, + R +R;
Byp, =Bpz + Q1+ Q0 — T, — T,

Ay px =Aux + by -S1+by Sy —cy - Vi—cp- Vo —ay, - (Q1+ Q) +
+a,.(Ry + R,)

Bymx =Bux —by Ty —by Ty —c; - Uy —cp - Up+a, - (Q +Qz) +
+ay(R1+R2)
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AZMy=AMy_a1‘R1_a2‘RZ+C1‘U1+C2‘U2_bz‘(51+52)+
+by - (Ty + T2)

Bymy =Buy—c1-Vi—c-Vo—ay-Q1—ay- Q2+ b, - (Ty +T2) +
+bx'(51+52)

Aymz =Auz+a; Q1+t ay - Q;—by Ty —by T +¢, - (Vi + Vo) +
_Cx'(U1+U2)

BZMZ=BMZ_a1'R1_a2'Rz_bl‘sl_bz‘52+Cy'(U1+U2)+
tex - (Vi +1V3)
(6.10)

A gép torzsén rezgést okozo tehetetlenségi és ezeket részben kiegyen-
sulyozé er6k és nyomatékok kiegyensulyozatlanul maradt erdinek és
nyomatékainak Fourier-egyiitthat6it a kovetkezd matrixegyenlet fejezi
ki:

[R;] = [P;][Q;] + [F] (6.11)

Az egyenletben szerepl6 tagok a kovetkezdk:
[R;] - a Fourier-sorral kifejezett, optimizalas utani kiegyenstlyozatlan
erdk és nyomatékok egytitthatéinak oszlopmatrixa;
[Pi j] - a kiegyenstlyozo erék és tengelyek helyzetét meghatarozé mat-
rix;
[Q j] - az optimalis kiegyensulyoz6 erék oszlopmatrixa;
[F;] - a Fourier-sorral kifejezett tehetetlenségi erék és a tehetetlenségi
er6k nyomatékai egyiitthatdinak oszlopmatrixa.
A (6.12) egyenletben kéttengelyes kiegyenstlyozas esetén i=1,2...12 és
j=1,2...8, egytengelyes kiegyensulyozas esetén pedigi=1,2..10 és j=1,2...4.
A kiegyensulyozatlanul maradt erék és nyomatékok minimalizalasara
az egyiitthatokat meghatarozd fiiggvény kvadratikus alakjat hasznaljuk,
azaz:

U=[R]" [R] i=1,2..6 (6.12)

A (6.12) figgvény optimdlis értéke meghatdrozhat6, ha a fiiggvényt a
»j” alkotdbol all6 kiegyensulyozo6 Qi er6k szerint derivaljuk, azaz:
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=Y 1an =3/ <[f;_1;k]T R+ [R]T- [%RD (5.13)

Vegyiik észre, hogy az R; oszlopmatrixra, valamint teljes derivaltjara

felirhato, hogy

2 ) (R = (R[22 | (6.14)

0Q, 0Qy,

Ennek segitségével a (6.13) Kifejezés a kovetkezo6 alakra hozhaté:

= Thoirg =2 Lzl([aa_]gk]T'[RfDZZ'ZLI([’”T [%.)
(6.15)

Ha a (6.13) matrixegyenletben a kiegyensulyozatlanul maradt erék Fo-
urier-egyiitthatdit a Qi altalanos erd szerint derivaljuk, akkor a kovetke-

z0 kifejezésre jutunk:

5] = 50- ([Py] - [@)] + [F) (6.16)

Mivel a [Pij] és a [F;] oszlopmatrix nem figg a kiegyensulyozo er8ktdl,

kovetkezik, hogy:
[ZZ; =0¢ [ ] =0 (6.17)
Ezzel az eredménnyel a (6.16) kifejezés a kovetkezéképpen irhato:
[an] =30 2 ([Py]- [Q,]) = [Py] 'a%k([Qj]) (6.18)
[an = aiQk ([Py]-[Q,])" = aiQk ([Qj]T : [Pij]T) = aiQk ([Qj]T) eyl

(6.19)

Ha a (6.11), (6.18) és a (6.19) egyenldségeket behelyettesitjiik a (6.15)
egyenletbe, megfelel6 rendezés utan a kovetkez6 alakot kapjuk:

T
cRE S (CARCIR
=2 ~Z{(=1 (%k [Q,-]T . [Pij]T : ([Pij] : [Qj] + [E])) (6.20)
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Az U optimalizal6 fliggvény minimumértékét a kovetkezo feltétel hata-

rozza meg:
dU
0=0 (6.21)

A fenti feltételhez elégséges hozzacsatolni a (6.20) egyenletbdl kifeje-
zett feltételt, ahonnan:

[Py]" - ([P] - [Q;] + [Fi]) = 0 (6.22)
egyenletet, vagy pedig a
[Py]" - [Py - [Q)] + [Py]" - [Fi] = 0 (6.23)
Osszefiiggést. Vezessiik be a kovetkez6 jeloléseket:
[N;] = [Py]" - [Py] (6.24)
K] =[Py]" - [F] (6.25)
Ezekkel a (6.23) egyenletet Q;-re linedris alakra hoztuk:
[Ny [Q] +[K] =0 (6.26)
A megoldas Qj-re a kovetkez6:

-1
[Q;] =-[N;] - [K] (6.27)

6.3. Gyakorlati alkalmazas
6.3.1. Az ellenstlyok tartétengelyére haté optimalis kiegyensu-
lyozé eré6k alkotéinak meghatarozasa

Feltételezziik, hogy az egytengely(i kiegyensulyozast a gépben 1étezd
0Z tengelyre szerelt ellensulyokkal probaljuk megvaldsitani.

Ebben az esetben az OX és az OY koordinatatengelyekkel parhuzamos
kiegyensulyozo tengelyek hidnyoznak, azaz: Fyy = Fy; = Fyy = F,,; =0
tehat Osszetevdi is zérusértékiiek: Q; =Q, =R, =R, =5, =5,=T; =
T, = 0. Amint az [51] kdzlemény is targyalja, a mechanizmust terheld
tehetetlenségi erék és ezek nyomatékai egyetlen tengelyre helyezett
ellensulyok beiktatasaval nem redukalhaték. Mivel az (5.9) és (5.10)
egyenletek alkalmazasaval ezek részben csokkenthetdk, az (5.6) matrix-
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egyenlet jobb oldalara a kiegyensulyozatlanul maradt tehetetlenségi
erék és nyomatékok Fourier-egytitthatoéit irjuk be:

AZFX
B
00 0 0 0 1 1 1 1 0 07[0][4,] %"
0 0 0 1 1 0 0 0 0 -1 -1|{0] B, A
1o 000 0 0 0 0 0 1 1[04 | b,
0 0 -1 -1 0 0 0 0 1 1 0 0[[0]|B|],
0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0|[0]|a4,]]| 2"
I 1 0 0 0 0 -1 -1 0 0 0 0|0} |B,]| |’
a4, -a, @, a b b 0 0 0 0 —¢ || 0| |4, 45,
a, a a a 0 0 -b b ¢ — 0 0 0 By B
0 0 -a -a, b -b, b, b ¢ ¢ 0 0||U]| |4,]|| 2"
-a, -a, 0 0 b b b b 0 0 -¢ -¢||U,| |By AZM}’
aq a 0 0 0 -b -b, ¢, ¢, ¢, ¢ ||H 4, BZM»-
|10 0 =4 =4, b b, 0 0 ¢ ¢ ¢ ¢ ||V,] [By] 4
Z/WZ
[P
(6.28)

Az O0X és az OY koordinatatengelyekkel parhuzamos kiegyensilyozé
tengelyek és ellensulyaik hidnyaban az ellensulyok poziciéit meghataro-
z6 koordinatdk értékei foloslegessé valnak, illetve a (6.6) (6.9) és (6.10)
egyenleteket figyelembe véve a (6.28) matrixegyenletbdl felirhaté:

1 1 0 0 1 M Apx ]
0 0o -1 -1 Bry
0 0 1 1 Apy
1 1 0 0 Brpy
0 0 0 0 U, Apz
0 0 0 0 U B
0 0 —c —c Vf + A;i =0 (6.29)

- —¢c; 0 0 Vs Byy
cy cy 0 0 Ayy
0 0 - -c¢ Byy

T TG G Gy Apz

L R S I LBz

A (6.29) egyenletrendszer megoldasa utan a kiegyensulyozatlanul ma-
radt tehetetlenségi erék és nyomatékainak egyiitthatéi a kovetkezok:
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-1 1 0 01 (A5 rx]
0 0 -1 -1 By rx
o o0 1 1 Ay py
1 1 0 0| u1 |Bsey
0 0 _Cl _CZ UZ AZMX

—ci —¢; 0 0 ["|vy|T |Byux (6.30)
c1 Cy 0 0 v, As 1y
0 0 _Cl _CZ BZMy

—Cx —Cx €y Gy A

L Cy Cy Cx Cx B;:Z

| z

6.3.2. Az els6 kiegyensiilyozé tengellyel ellentétes iranyban for-
g6, masodik tengelyre haté optimalis kiegyensiilyozé erék
alkotdéinak meghatarozasa

Feltételezziik, hogy az optimalis kiegyensulyozast a fétengely iranyat
meghatarozé OZ tengellyel parhuzamos tengelyekkel végezziik. A maso-
dik tengely forgasiranya ellentétes a mechanizmus vezet6 tagjanak for-
gasirdnyaval. A masodik tengely ellensulyai altal gerjesztett kiegyensu-
lyoz6 erék kettds indexet kapnak, amelynek masodik szama a tengely
sorrendjét jelzi.

YE =0=Aypx-cosw-t+ Bypy-sinw-t+

+Fz15 - cos(—w -t + @z12) + Fzp - cos(—w - t + @z27) +
+Fy, - sin(w - t + @yq) + Fyy - sin(w - t + @y,)

YE =0=Aypycosw-t+ Bypysinw - t+ Fyy cos(w -t + @yq) +
+FX2 COS((U * t + (pxz) + FZlZ Sln(_(,() * t + (lez) +
+Fz2; sin(—w - t + @z37)

YFE,=0=Aypzcosw -t + Bypzsinw -t + Fy; sin(w - t + @x1) +
+Fy, sin(w - t + @yy) + Fypcos(w - t + @yq) +
+Fy, cos(w - t + @yy)

XM, =0=Ayyx-cosw-t+ Byyy-sinw-t+
+by - Fyq - cos(w -t + @y1) + by - Fyy - cos(w - t + @y,) —
=€y Fzip - sin(—w -t + @z12) = €3 Fzpp - sin(—w - t + @z3;) —
—ay + Fyy - cos(w -t + @xq1) —ay - Fxp - cos(w - t + @x,) +
+a, Fxq-sin(w-t+ @x1) +a, - Fxy -sin(w -t + @y,)
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XM, =0=Ayyy -cosw-t+Byyy -sinw-t+
tc1 Fz12 - cos(—w -t + @z15) + ¢ Fzpp - cOS(—w - £ + @z37) —
=y - Fxq - sin(w - +@xq1) — az - Fxp - sin(w - t + @x3) —
—b, - Fyy - cos(w - t + @yq) — b, * Fyy - cos(w - t + @y,) +
+bxFY1 Sin( w t + (py1) + bxFyz Sin(w * t + (pyz)

XM;=0=Ayyz cosw-t+Byyz sinw-t+
+a, - Fyy - cos(w-t+ @x) +ay - Fyy - cos(w -t + @yy) —
_b1 * FYl * Sin(w * t + (py1) - bz * FYZ * Sin((,l) * t + (pyz) +
+Cy ° FZ12 ° Sin(_(,() -t + (lez) + Cy * FZ22 * Sin(_w -t + (pzzz) -
—Cx  Fz21-coS(—w - t+ @Pz12) — Cx - Fppp - cOS(— - t + @z22)

(6.31)

A fazisszogeket az 6ramutatd jarasaval ellentétesen definidljuk pozi-
tivnak, ezért el6jeliik valtozatlan marad. Az 6sszetevd erdk pedig a (6.4)
képlet szerint és a Kkettds index figyelembevételével az alabbi médon

irhatok fel:
Q1 = Fx1 - €0S@x1; Q2 = Fxz - cOS @y,
Ry = Fx1 - sin@y ; Ry = Fx, - sin @y,
S1 = Fy1 - €0S@y1; S, = Fyz - COS @y,
Ty = Fyy - sin@yy ;T = Fy, - sin @y,

Uiz = Fz15 - cos@z15;Uzp = Fzp5 - COS @75

Vizg = Fz12 - sin@z12; Va2 = Fzz - sSin @z, (6.32)
YFh=0=(Agpx + Uip + Up + Ty + T5) -cosw t +
+(Bypx +Viz + Vo + 51+ S53) -sinwt
YM,=0=
<AZMX+b1 Si+ by Sy —CipVig — o Vp _)
= ~coswt+
_ay'Q1—ay'Q2+az-R1+aZ-R2
( Bymx = b1 Ty —by Ty +¢1p - Upp + ) .
* sinw - t
tCp U ta;-Quta;-Qx+ay-Ri+ay,- R,
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N M, =0=
_(AZMY_al'Rl_az'R2+C12'U12+CZZ'U22_)
= ‘coswt+
_bZ.Sl_bZ.SZ-I_bx.Tl-I_bx.TZ
(BZMY‘|‘C12‘V12+‘322'V22_a1'Q1_a2'Q2+) .
+ -sinw -t
+bZ.T1+bZ.T2+bX.Sl+bx.SZ
XM, =0=
(A2M2+a1‘Q1+a2'Qz_b1'T1_b2‘T2+)
= ‘coswt+
teyp Vig tCyp Vop = Cyp - Uiy — Cxp - Uy
B —a;-Ri—a,-R,—by-S,—b,-S,—cCy, - Uyp —
+( Y MZ 1y 2 I 191 292 y2 " U12 )sinwt
—Cyp  Uppy = Cxp = Vig — Cxp -V
(6.33)

A teljes kinematikai ciklusra vonatkoz6 kiegyensilyozds abban az
esetben, amikor az 0Z tengely -w szogsebességgel forog, a (6.11) egyen-
let szerint felirhat6 a 12 ismeretlent tartalmazé (6.33) linearis egyenlet-
rendszer matrixos alakja:

AZFX
B
[0 0 00 0 1 1 1 1 0 0]1fg] AZ "1 T gy ]
0 0 0 1 1 0 0 o1 e | | el | By,
1o 0 0 0 0 0 U R By | | A
000 -1 -1 0 0 0 0 -1 -1 0 0R&|]|, By,
0 0 1 1 1 1 0 0 0o o ||s || 2] |4,
I 1 0 0 0 0 -1 -1 0 0lls | By | | By,
-a, -a, a, a b b 0 0 0 -, -, || 7 AZMY Agy
a, a a a 0 0 -h b ¢ ¢ 0 0 T, B By,
0 0 -4 -a b -b. b b ¢, ¢ 0 0 11U, L Agyry
-4 -4 0 0 b b b b 0 0 ¢y ||Uy AZM" By
4 a4 0 0 0 0 -b -b -, <, ¢, ¢, ||V, BZM" Ay
100 -4 —a b b, 0 0 —¢, —, ¢, C,]||Vy] 4 | Boyz |
>
%5
(6.34)
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A masodik tengely mar csak az els6é tengely optimalis ellenstlyainak
beiktatasa utan is kiegyensulyozatlanul maradt tehetetlenségi eréket és
ezek nyomatékait fogja kiegyensulyozni. A (6.26) képlet szerint a mdaso-
dik tengelyre is felirhat6 a kovetkez6 egyenlet:

ZF.\‘
B
0 0 0 0 1 1 1 0 07[g] | %"
0 0 L1 0 0 oo | |
(I 0 0 0 0 LR By,
0 0 -1 -1 0 0 0 0 -1 -1 0 0|lR|],
0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 |s P
11 0 0 0 0 -1 -l 0 0 ||s | |Pee .
+ =
-a, —-a, a, a b b 0 0 0 0 -, —cp|| T AZ‘”'
a, a, a, a, 0 0 =b -b ¢ ¢ 0 0 T, B
0 0 -a -a, -b. =b. b, b, ¢, ¢, 0 0 ||U,|| ="
-4, —a, 0 0 bx b.t b: bz 0 0 Ch Cxn U22 AZ My
q a 0 0 0 0 -b -b -, —, ¢, ¢, ||V BZ "
0 0 -4 -a ~b b 0 0 -, -, ¢, —C,||Vy]| '
- B AZM;
g
(6.35)

A masodik tengelyre szerelt ellenstlyok értékei a (6.35) egyenlet sze-
rint meghatarozhatok, a kiegyensulyozatlanul maradt egylitthatok érté-
keit a kovetkezd rendszer adja:

-1 1 0 0 ‘;ZFX
0 0 1 1 LFX
0 0 1 1 As Fy
-1 -1 0 0 By, ry
0 0 0 0 | [Up] |Askz
0 0 0 0 U Bs rz
0 0 —Ci2  —C2 V1222 + A;MX =0 (6:36)
C12 Ca2 0 0 Va2 By ux
612 sz O 0 AZMY
0 0 €12 €3 By wy

—Cx2 —Cx2 Cy2 Cy2 AZ Mz

[—Cy2  —Cya  —Cx2 —Cxal By
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Két, ellentétes iranyban forgd Kkiegyensulyoz6 tengely hatdsa utan
fennmaradd tehetetlenségi eréket és a tehetetlenségi er6k nyomatékait
a (6.37) egyenletrendszerrel lehet meghatarozni.

r 1 1 0 0 1 Agrx
0 0 1 1 Bgry
0 0 1 1 Agpy
-1 -1 0 0 Bspy
0 0 0 0 U12 ASFZ
0 0 0 0 U22 _ BSFZ
0 0 —Ci3 —Cyp ' V12 - ASMX (637)
€12 Ca2 0 0 V2 Bsux
C1z Ca 0 0 Agyy
0 0 C12 C22 Bsuy
—Cx2 —Cx2 Cy2 Cy2 ASMZ
[~ Cy2 —Cyz  —Cxz  —Cx2l | Bz
6.3.3. Példa

Legyen a DURKOPP ADLER cég altal gyartott KI. 272 tipusu ipari var-
rogép n=5500 ford/perc fordulatszamra szamitott tehetetlenségi erék és
nyomatékai, Fourier-sorban Kifejtett els6é harmonikusainak alkotdi:
Ar=113.19, Br=35.72, Ar=92.57, Bp=-114.67, Ar=0, Br=0, [N],
Awx=-4.22, Bux=6.76, Amy=39.71, Bumy=22.32, Am,=10.28, By,= -12.64
[Nm]. A géptorzs sulypontjaba helyezett koordindtahoz viszonyitott
fétengely helyzetét meghatarozé értékek c,=-0.001651, ¢,=0.1028 [m], a
tengelyen elhelyezett ellenstlyoké pedig c;=0.17484, c2= -0.13146 [m].

A (6.29) képlettel meghatarozott kiegyensulyozo erdk alkotéi a kovet-
kez6k:

U] [-53.1972
p 54.5716
4 B l 1718 [N
v, —45.99

A Kiegyenstlyozatlanul maradt er6k és nyomatékok alkotéi a (6.34) képlet
szerint a kovetkezok:
Ay = 114.5659, Bypx = 64.5314, Ayp = 63.7574, Byr =-113.2971,
AZFz = 0, BZFZ = 0,[N],
Aymx = -13.27249, Byumc=23.2399, Ayyy=23.2399, Byuy =13.27249,
Asmz =7.32411, Bym; = -12.452038 [Nm].
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Legyen a masodik kiegyenstlyozé tengelyre vonatkozé adatok értékei:
cxz = 0.04835, ¢y2 = 0.102867, c12 = 0.1748, c22 = -013146 [m)].

A (6.36) egyenletrendszer megoldasa utan a méasodik tengelyre hatd
kiegyenstlyozo er6k alkotéi a kovetkezdk:

Uiz —124.328
Uzz| _ | 11.0291
Vi, | ~ |-71.0408 [N]
Vas 6.4788

A két kiegyensilyozo tengely hatasa utan kiegyensulyozatlanul maradt
tehetetlenségi er6k és nyomatékainak alkotoi a (6.37) egyenlet szerint a
kovetkezdk:

[Asrx1 [ 0.9666 -
Bsrx —0.03058
Asry —0.80455
Bspy 0.302139
Aspz 0
Bspz | _ 0

Nague | = 0 [N], [Nm]
Bsmx 0
ASMY 0
BSMY 0
Agmz 6.175
|Bgyzl L 2355

A kiegyenstlyozo6 erdk fazisszogeit a (6.8) egyenlet adja.

6.4. A géptorzshoz tartozé szabadon valasztott pont rezgés-
amplitidéinak meghatarozasa

Ez a médszer nem alkalmas a gépben fellépd tehetetlenségi erék és a
tehetetlenségi er6k nyomatékainak optimalis kiegyensulyozasara. Ez a
megoldas csak egy adott pont rezgésamplitidojat csokkenti. A gép tobbi
részén megnovekedhetnek a kiegyensulyozatlanul maradt erék és nyo-
matékok, ez pedig ronthatja az optimalisan kiegyensulyozott gép zaj-
szintjét, ezért csak jol indokolt esetben alkalmazhatd. Ezzel szemben
nagyon jol alkalmazhaté az optimdlis kiegyensulyozas helyességének
ellenérzésére. Ha a kiegyensulyozasi szamitasok helyesek, akkor a
rezgésamplitidok a gép minden pontjdban csokkenni fognak.
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Egy valasztott pont rezgésamplitidéjanak idealis mértéki csokkentése
az elkovetkezékben részletesen Kkifejtett optimizalasi eljarassal érhetd el.
Az optimizalas célja a Fourier-sorba fejtett er6k és nyomatékok elsé
harmonikusa altal gerjesztett rezgések amplitidéjanak minimizalasa egy
adott pontban, de nem az egész gépben.

A géptorzs sulypontjara szamitott tehetetlenségi erdk, a tehetetlenségi
er6k nyomatékai, a kiegyensulyozé erdk és ezek nyomatékai hatasa alatt
allé gép ugy tekinthetd, mint egy térben elhelyezett szabad test, amely-
nek mozgasat masodrendii differencidlegyenlet-rendszerrel irhatjuk le.

YE,=M-X=A,-cosw-t+B,-sinw-t
YE=M-j=A,-cosw-t+B, sinw-t
YEE=M-Z=A,-cosw-t+B, -sinw-t
YM,=],-@d=A, -cosw-t+ B, sinw-t
ZMy=]y‘ﬁ=A3~cosw~t+BB~sina)‘t

XM,=],- V=4, -cosw-t+B, sinw-t (6.38)

Az A és B kifejezései formalisan megegyeznek a (6.5) egyenlet zarojel-
be foglalt egyiitthatdival, megjegyezve, hogy a zardjel tagjai a tehetetlen-
ségi erdk, a tehetetlenségi er6k nyomatékainak egyiitthatéi, mint Agx;
Brx; vagy Amx; Bux; és a kiegyensulyozo tengelyekre helyezett ellensuilyok
altal bevitt kiegyensulyozd erék és nyomatékok egytitthat6ibdl tevodik
Ossze. Az M a rendszer teljes tomegét jeloli, a ], ], és ], értékek pedig a
géptorzs sulyponti fétengelyeire szamitott tehetetlenségi nyomatékok,
feltételezve, hogy a tehetetlenségi f6tengelyek egybeesnek a stulypont-
ban felvett alaprendszer XYZ tengelyeivel.

Osszevetve a (6.5) és (6.38) rendszereket, felirhatok a gép sulypontja-
nak harmonikus rezgdmozgasat leiré Fourier-féle egyiitthatdk kifejezé-
sei, amelyek rendre a kovetkezok:

Ay =Apy +U + U, +T1 + T,
By =Bpx—-Vi =V, +5,+85;
Ay =Apy + Q1+ Q2+ V1 + 1V,
By =Bpy +U; +U, —R; — R;
A, =Apz +S51+S,+ R, + R,
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B,=Bpz;+ 01+ Q- T, —T,

Ay =Ayx+by-S1+by-S;—ciVi—cp-Vo—ay, - (Q1+ Q) +
+a,. (R, + R,)

By =Byx —by Ty —by Ty —c1 Uy —c; - Up ta,- (Qr+ Q) +
+ay'(R1+R2)

Aﬁ=AMY_a1'Rl_az‘R2+Cl‘U1+C2‘Uz_bz'(51+52)+
+bx'(T1+T2)

Bg=Byy—ciVi—cpVo—a;-Qy—ay Q;+ b, (T +T,) +
+bx'(51+52)

Ay =Ayz+a; Qi +ay Qy—by Ty —by Ty +c, - (Vy +V,) —
_Cx'(U1+U2)

By=BMZ_a1‘R1_a2‘Rz_bl‘Sl_bz'52+Cy‘(U1+U2)+
+Cx'(V1+V2) (6.39)

A (6.38) differencialegyenletek id6 fliggvényében val6 kétszeres integ-
ralasa utan felirhatok a tehetetlenségi erdk, a tehetetlenségi erék nyo-
matékai, a kiegyensulyozé erék és nyomatékai altal gerjesztett rendszer
sulypontja koriili kilengések.

Eltekintve a géptorzson valasztott pont kilengésének idében valé val-
tozasat meghatarozé fazisszogektdl, az integralasi adllandékat is nulldnak
tekinthetjiik.

x:—M.wz-(Ax-cosa)-t+Bx-sinw-t)
y=_M.lwz.(Ay~cosa)~t+By~sinw~t)
Z=—M.1w2-(Az-cosw-t+BZ-sin(u-t)

- _/x-lwz'(Aa'cosw't+Ba'Sinw't)> (640
ﬁ=—]y.%-(A/g-cosw-t+Bﬁ-sinw-t)
y=—]Z.%-(A},-cosco-t+B},-sinou-t)J

A mechanizmus allvanyan, illetve a géptorzson felvett (xp, yp, zp) ko-
ordinataju P pont egy Kkiils6, rogzitett rendszerhez viszonyitott kilengé-
seire az (1.29) képlet szerint felirhatjuk, hogy:
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Xp=X+2Zy - B—Y1-Y
Yp=Y+X1: ¥ -2z (6.41)
Zp=z+Yy - a—x-f

A (6.40) egyenletet behelyettesitve a (6.41) egyenletbe, a tagok megfe-
lel6 csoportositdsa utdn a gerjesztl tehetetlenségi és a csillapité ki-
egyensulyozé er6k és nyomatékok egyiittes hatasa alatt all6 rendszer
P(xp, Yp, Zp) pontjanak kilengéseit a kovetkezg alakban irhatjuk fel:

A Z1-A y1-A
X, =— (2 +2L 1Y) cosw -t —
14 M-w? ]y.wz ]Z.wz

(B B yiBy
M-w? ]y.wz ]sz

)-sinw-t

y, = — ( Ay xl-Ay _ Z1-Ag
L4 Mw? * Jrw?  Jr?
_ ( By, X1By _ Z1'Bg
M-w? Jzw? Jxw?
_ Ay y1-Aq  X1°4p

Z, = — —
14 M-w?  Jew? ]y.wz

B ‘B, x1'B .
— (= 48 2 ginw - t
M-w?  Jrw?  Jywe?

)-cosw-t=| (6.42)

)~sinw~t

)'COS(U't—

A (6.42) egyenletet 6sszevont alakban a kovetkez6képpen irjuk fel:

Xp = Apx *COSW -t + By, - sinw - t
Yp =Apy - COSw -t + By, -sinw -t (6.43)
Zp, =Ap,-COSw -t + By, -sinw -t

A szinusz- és koszinuszfliggvények Fourier-egyiitthatoéi a (6.42) dssze-
fiiggésekkel valé megfelel6 tarsitdsbdl adédnak.

A (6.42) vagy a (6.43) rendszerek kilengéseinek amplitidéi a kiegyen-
sulyozatlan mechanizmus (6.44) egyenlettel kifejezett Fourier-
egyltthatokbol és az ellensulyok okozta rezgéscsillapité amplitid6kbol
tevédnek Ossze.

A kiegyensulyozatlan mechanizmus rezgésamplitidoit kifejezé (6.44)
egyenletben a rezgéscsillapitd, illetve a kiegyensulyoz6 erdk hatasai az
(6.39) egyenléségek szerint vannak kizarva.

_ Arx | Z1Amy _ V1'Amz _ Brx | Zi'Bmy _ Y1-Bmz
Apx = - + - px, — + -
o M-w? ]y.wz ]Z.wz o M-w? ]y~w2 ]z'wz
_ Afpy xX1-Amz  Z1-Amx _ Bry X1'Bmz  Z1'Bmx
Apy, =~ - PYo — -
(] M-w? ]Z.wZ ]x.wZ [ M-w? ]Z.wZ ]x.wZ
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A — _[AFz | Y1 Aux _ X1-Amy — _(Brz , Y1 Bux _ X1-Buy
PZo M- w2 T2 ]y.wz DPZo M-w? T w? ]y.wz

(6.44)

6.5. Egy adott pont rezgésamplitiddéjanak optimizalasa

A gép rezgését okozo, valamint a kiegyensulyozd erdk hatasa alatt allo
pont kilengéseinek koordinatait a (6.43) Osszefiiggések adjak. A gép
torzsére haté tehetetlenségi erék és a tehetetlenségi er6k nyomatékai a
gépben egyensulyzavart és ezaltal rezgést okoznak. Az adott pont rezgé-
sének minimalisra val6 csokkentéséhez a pont harmonikus rezgémozga-
sat meghatdrozd egyiitthatdéinak négyzetét tekintsiik célfiiggvénynek.
A vialasztott pont rezgésamplitidéjanak minimadlisra valé csokkentésé-
hez elégséges, ha megkeressiik az adott fliggvény kvadratikus alakjanak
minimalis értékét, azaz:

_Apx_T _Apx_

Box| |Bpx

A A
E,=|"| |} (6.45)
P pr pr

p/ [ 7

B,,] |B,,]

A (6.45) osszefiiggés altalanos alakban felirva a kovetkezo:
E, =[A]"-[A;], i=1,2..6. (6.46)

Az optimizalas célparaméterei a kiegyensulyozo erdk és ezek fazisszo-
gei. A gép torzsén valasztott pontnak megfelel6en, a rezgést okozé tehe-
tetlenségi és ezeket kiegyensulyozo erdk hatasa alatt allé gép harmoni-
kus rezgémozgasat meghataroz6 Fourier-sor egyiitthat6i altaldnosan a
kovetkez6 matrixegyenlettel fejezhet6k ki:

[A]=[G;] - [Q;] +[Ci, (6.47)

A (6.47) egyenletet alkoté matrixok jelentése a kovetkezd:
[Gi j] - az altalanos alakban irt kiegyensulyozo6 er6k meghatarozasahoz
sziikséges méreteket tartalmazo6 matrix;
[Q j] - az altalanos alakban irt kiegyensulyozo er6k oszlopmatrixa;
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[C;] - a kiegyenstlyozatlan gép rezgését kifejezd altalanos alakban irt
tehetetlenségi erdk és a tehetetlenségi er6k nyomatékainak ér-
tékei szerint meghatarozott Fourier-sor egyiitthatéinak oszlop-
matrixa, a (6.44) egyenlet szerint.

A (6.47) fiiggvény optimdlis értéke a Fermat-féle tétel alkalmazasaval

meghatarozhatd, ha a fiiggvényt a j szamu kiegyensulyozé Qx erdk sze-
rint derivaljuk, azaz:

[%F £=1Z—z= £=1([%R]T'[Ai]+[Ai]T'[%k]> (6.48)

A szamitasokat el6szor az Osszeg tagjaira alkalmazzuk, ahol Qx a ki-
egyensulyozd erdk altalanos alakban irt oszlopmatrixa.

Igy példaul felirhaté a (6.47) Fourier-egyiitthatékat tartalmazé cél-
fl'iggvény Q« szerinti derivaltja, amely:

an ([ i1 [Q] +[cd) (6.49)

Mivel a [Gl ]] és [C;] matrixok nem fiiggnek az altaldnosan meghataro-

zott klegyensulyozo eroktol, kovetkezik, hogy:

[aqk]‘o s|sa] =0 (5.50)

Figyelembe véve, hogy a (6.47) matrixegyenletben a [C;] nem fiigg a Q
valtozotol, az [A;] pedig oszlopmatrix, ebb6l kovetkeztetve a [‘;—2"] is,
akar a (6.49) oOsszefiiggés, oszlopmatrix lesz, a [(Z—?;]T pedig sormatrix,
amelyek szerkezete szerint természetesen adédnak a kovetkezd egyen-

16ségek:
e 140 = [ z

aq

A (6.47) egyenletet behelyettesitve a (6.46) fliggvénybe, és figyelembe
véve az (6.51) egyenlGséget, a miiveletek elvégzése utan felirhato:

[S2] = S [f2] = 2 Bhersm (@] 651" ([6] - [@)] + (1)
(6.52)
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Mivel a [Gi]-] egy- vagy kéttengelyes kiegyensulyozas esetén nem négy-
zetes matrix, tehat nincs inverz matrixa, ezért a minimalizalasi feltételt a
(6.52) egyenletbdl fejezziik ki, amely:

[Gy]" - (6] [Q;] +[€:]) = 0 (6.53)
Bevezetve a matrixszorzatok alabbi jeloléseit:
[H;;] = [6y]" - [G4] (6.54)
D] = [6]" - [c}] (6.55)
Ezekkel a (6.53) feltétel az alabbi alakban irhat¢ fel:
dE
d—é’] =0 = ([H;] - [Q;] + [D;]) (6.56)
Innen kifejezhet6k a kiegyensilyozo erék optimalis értékei,

-1
[Q;] = —[H;;] - [D/] (6.57)

6.6. Algoritmus egy valasztott pont optimalis rezgéscsokkenté-
sére, egytengelyes kiegyensiilyozas esetén

Abban az esetben, ha a kiegyensulyozas csak egyetlen tengely szerint
torténik, példaul az OX tengely szerint, a tengelyre szerelt két ellenstly
négy altalanos kiegyensulyoz6 er6t visz be a rendszerbe, amelynek meg-
felelGen a (6.47) egyenlet a kdvetkezd alakot olti:

[Apx] Gi1 Gz Gz Gig [Apxo]

By Gz1 Gy Gz 624] Q1 Bpxo

‘gpy _ 231 gsz gss 234 . gz ‘gpyo (6.58)
Dy 41 G4z Gy3 Gy 1 pyo

Ap, |l651 Gs, Gs3  Gsa l R, Apzo

| By, | Ge1 Gez Ges 664-J | Byzo

Az optimalé (6.57) rendszer a (6.54) és a (6.55) matrixokbol tevédik
0ssze, ahol i=1,2,3,4; j=1,2,3,4 megegyezik az ismeretlenek szdmaval.

Ebben az esetben az 0X és OY tengelyek hidnyoznak, ennek megfelels-

en a (6.39) egyenléségekbdl felirhato:

Ay = Apx
By = Bpx

Ay =Ayx —a, - (Q1 +Qz) +a,- (R + R;)
By =Bux +a,-(Q1+ Q) +a, (R +R;)
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Ay =Apy + 01 +0Q; Ag =Amy —a1 "Ry —ay R,
By, = Bpy = R; — R; Bg =Byy —a;-0Q1—ay-0Q;
A, =Apz + R+ R, Ay, =Ayz+ta,-Q1+a;-0Q,
B, =Bpz+ Q1+ 0Q; B, =Byz—a; Ry —a; R, (6.59)

A (6.59) egyenl@ségeket behelyettesitve a (6.42) egyenletekbe, rendre
meghatarozzuk a Fourier-féle egyiitthatokat a (6.43) rendszerbdl.
A rezgbmozgast végzdé kiegyensilyozatlan gép els6 harmonikusanak
egyltthatéit a (6.44) egyenléségek adjak. Ismerve a (6.43) rendszer
egyltthatoéit, a tényez6k egyenl6ségébdl rendre kiszamithatdk lesznek a
G matrix tagjai, amelyek kifejezéseit az alabbiakban adjuk meg:

G, = _Jiraq — _ Y@z, Gia = — Z1:41 | — _ %142,
11 ]Z'wz ) 12 ]Z'wz 4 13 ]y.wZ ) U114 ]y.wz ’
G = — Z1°Q1 | — %142, Gou = Y1:aq — Y19z,
21 ]y.wz y Y22 ]y.wz ’ 23 ]Z.wz » U124 ]Z.wz )
1 1 xa Z1-ay 1 1, xy:a, | Z1°Gy
G =_.[_+#+_]. G =_.[_+_+_
37w My, e 1 327 w2 M T, Jx
G - _ Z1-Qz — _ Z1'Az G = — Z1-0z — _ %14z,
33 ]xwz ) 34 ]xwz 41 ]xwz » U142 ]xwz )
1 1 . xa zi-ay 1 1, xy:a, | Z1°Gy
G =__.[_ e _] G :__.[_ X1 | Zayl,
43 Rl R A € s o Mt T
YV1-Qy Yi-ay 1 1 yiraz | X104
Goy = — 22,6, = — 22, Goz = — - |2 + 2%z 4 Xua),
51 w2’ 52 Jxw?’ 53 w? |M + Jx + Iy ’
1 1 . yi:a; . Xq-0p
Goy = — - [ + 2102 4 Tt
e A
1 1 yia xq1-a4q 1 1 ya Xq-0y
661—_2'[—+—Z+—]; G62——2-[—+—Z+—];
w M Jx Iy w M Jx Iy
Yiay Yiay
Gos = 72 Goy =22 (6.60)
Végiil, a [Ci] matrix tagjai a kovetkezbk lesznek:
_Apxo_
Dx0
A
_ pyo
[C:] = (6.61)
pro
Apzo
_szo_
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Az egypontos optimalis kiegyensulyozas, ami az (6.53) matrixegyen-
letbdl is észrevehetd, nem mads, mint a gép sulypontjaba helyezett koor-
dinata-rendszerben valasztott P(xp,Vp,Zp) pont rezgésamplitidojanak
minimalis értékre vald csokkentése, egy kiils6 rogzitett koordinata-
rendszerhez viszonyitva. A P pont koordinatainak valtoztatasakor Kkii-
16nb6z6 értékli kiegyensulyozd erdket kapunk, ezért az egypontos
optimizalas csak sajatos esetekre alkalmazhatd. Ez a megoldas a tehetet-
lenségi er6k és nyomatékok altal gerjesztett géptorzs lengéskozéppont-
jat a valasztott pontba helyezi. Gyakorlatilag a valasztott ponttdl tavol
esO helyeken a test kilengése legjobb esetben valtozatlan marad vagy
megnovekedik.
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THE THEORY OF OPTIMAL BALANCING OF MECHANISMS

SUMMARY

This book is intended to be useful first of all for the students of doctoral schools
and all specialists from the field of mechanism and machine theory, who will deep-
en their knowledge in the field of dynamical balancing of plain and spatial mecha-
nisms.

The chapters of this book are ordered in the logical succession of theoretical
knowledge, followed by the mathematical models. These form the ground of all pro-
grams written for the computing of the necessary parameters used in the process of
optimal balancing. The practice of the theories presented could be possible with the
development of numerical computing methods.

Chapter 1 contains all notations and formulae used in the next, the theory of mat-
rix transformation, followed by the computing of the small vibration amplitudes.

Chapter 2 presents the constraint equation of the joints, with the use of matrix
transformation, written by successive rotations about axes OX and OY. This is done
for all particular cases in order to obtain the positions of all elements of the mecha-
nism.

Chapter 3 contains the constraint equations of the velocities. They are treated in
case of superposition of the axes O,x; and O} x, respectively O,y, and Oy, consi-
dered for the relative position of the joined elements ,i” and ,j".

Chapter 4 describes the constraint equation of the accelerations, in the superpo-

sition hypothesis of the axis identical to those presented in the previous chapter.

Chapter 5 presents the constraint equations for the positions, velocities and ac-
celerations. It is performed admitting the hypothesis of superposition of rotation
axes O,z; and O z;. The calculus here is based on Euler’s angles.
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Chapter 6 deals with the balancing possibilities of the inertial forces and their
moments, about the three perpendicular axes of balancing. There are discussed
also the partial balancing possibilities, considering only one or two balancing axes.
Here, the optimum balance is defined as the setting that minimizes the perturbing
forces and moments. It is followed by the model of minimizing the amplitude of the
vibrations in a single point of the machine body, respectively in a finite number of
body points.

162

EME



CONTENTS
gL 06 LT m o) o PP TP 9
1. Transformations and applied mathematical methods.........c.ccouunrennrcrcrncnnne. 13
1.1. The general transformation of two orthogonal SyStems..........ccoceeemeeermreeeranene 13

1.2. The establishment of the components of the angle speed vector @,
and angle acceleration §i. related to the inertial system Oxy z,
linked t0 the “I” EleMENT......oereeeeeeerseeeseesessseesssesss s seess s ss s s s s ssssseas 21
1.3. Transformation of two coordinate systems defined by Euler’s angle ............ 23
1.3.1. The establishment of the components of the angle speed vector @,
and angle acceleration gi, related to the inertial system O xy z,
linked to the “I” elEeMENT. ... ecrreerseersssrssssssesssess s sssss s sssssssses s sssesssses 26
1.4. The reduction of the forces and the moment of inertial forces

compared to the fiXed SYSTEIM ... errrrrereesreessseser s sssesssssesesens 30
1.5. Expozition of periodic equations. in Fourier line ... 33
1.6 NOLES oot s 37

2. Constraint equations

2.1. BaSIC PIINCIPLES wcereeeereererseereesees s s s sssesssesssssssss s sasesans
2.2. Positions of constraint equations in case of overlapping of the
coordinate axis 0,%; aNd 0,X, .o 47
2.2.1. Cylindrical JOINT s
2.2.2. ReVOIULE JOINT ..ottt ssssssaes
2.2.3. Translational joint ....
2.2.4. Spherical JOINT .. ———————

2.2.5. Universal JOINt....ss s
2.2.6. SCTEW JOINT ittt s s s 53

EME



2.3. Positions of constraint equations in case of overlapping of the coordinate
axis OU*XI.* and Oji*xj* ................................................................................................................
2.3.1. Cylindrical joint
2.3.2. Revolute joint.....vesneesseeranee
2.3.3. Translational JOINT ... s s sans
2.3.4. SPhErical JOINT ...
2.3.5. UNIVETSAl JOINT ccoietrrereeseesseesseessesssss s ssssssssssssssssssss s ssssssssssssssssssssssssssasssans
2.3.6. Screw joint

3. The constraint equations Of SPEEAS ...........ccoermeernnecrineereersesessesssesssseesssssssssssens
3.1. The constraint equations of speeds in case of overlapping
of the axis Oij*xi* and Oﬁ*xj* ...................................................................................................
3.1.1. CylindriCal JOINT wcuceeeeeseeseesseessees e sssssssssses s sssssssssssssssss s sans
3.1.2. REVOIULE JOINT oovevcrreeerseensesseessses s ssssssssssses s sssssssssssssssss s sans
3.1.3. Translational JOINT .. ssssens
3.1.4. SPherical JOINT ... e
3.1.5. Universal JOINT ... ssssssssssssssssssssssssssssssssssass
3.1.6. SCIeW JOINT .ottt s
3.2. The constraint equations of speeds of overlapping of the axis
OU.*yi* and Oﬁ*yj* .........................................................................................................................
1S 20770 W 047 113 U D 1or= 1T 1 oL oo
3.2.2. REVOIULE JOINLE ooreveeeereereessees e ssssssessessseessees s sssesssessses s sasesans
3.2.3. Translational joint
3.2.4. SPherical JOINT ... s
3.2.5. UNIVETSAl JOINT ccoitvireeeereesseesseessesssssssssssessessssssssssses s ssssssssssssssssssssssssssasssans
3.2.6. SCTEW JOINT c.urcuieeureeeeseeseessessesses s essessses s s s s asennes

4. Constraint equations of accelerations ... ————————
4.1. The constraint equations in case of overlapping of the coordinate

axis Oi].*xi* and Oﬁ*xj* ................................................................................................................
4.1.1. CyliNdTrical JOINT c.oeeeeeeereeseesseessees s sessssssssessesssesssssssess st sssssssssesssesssssssssssesssssssnes
4.1.2. REVOIULE JOINTucuitierreeeeseesseesseessess st ssssssssssssssssssssssssssesssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssanes
4.1.3. TranslatioNal JOINT ... sssssssssssssssssssssssssssssnes

T Y o  U<) s Uor=1 I8 1031 s OO PPPPN
4.1.5. UNIVETSAl JOINT .e.ieeireeeeeeseesseessseessseessseesssssssssssssssssessssessssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssess

T B TN T0 03§ o X T

164

54

61

71

79

EME



4.2. The constraint equations in case of overlapping of the coordinate
axis 0‘.1.*yl.* and Oﬂ*yj* ..............................................................................................................
4.2.1. CyliNdTrical JOINT c.uvcvecerrrenneesreseesssessess s ssssssssssssssssssssssesssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssnes
4.2.2. REVOIULE JOINT couevvcrineeeesersssessessseessessssssssssssssssssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssesssssssnns
4.2.3. Translational joint
4.2.4. Spherical joint

4.2.5. UNIVETSAl JOINT .vtecreceseessssseesssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnes
I T8 ¢ A 110 0 PP
5. The constraint equations of positions with Euler’s angles.........cccccenrunnnns
5.1. BASIC PIINCIPLES weereereereeeeeeeeeserssessessseessesssessssssesssessse s ssss s s ssssssssssss s ssssssns
5.2. The constraint equations of positions with Euler’s angles
in case of overlapping of the coordinate axis Oij*zi* and Oﬁ*zj* .......................... 1
5.2.1. SPherical JOINT ...t sess s ssssssssesssssssesssesssesssens 1
5.2.2. UNIVETSAL JOINE ccuuetieerereseeserseesseessessseessessssesssesssesssesssesssesssesssessssssssssssesssssssssssssssssssens 1
5.2.3. CyliNAIiCal JOINT wocuuceeeeeeeeereesseessesssees st seessessessessssssssss s sesssssssssssesssesssesssssssssssees 1
5.2.4. Translational JOINT ...t sees s sssssssssssssssssssssssssessens 1
5.2.5. REVOIULE JOINT.cuiitrectrerteenseesessseessessssss s ssessssssssesssssssesssessssssssssssssssesssssssssssssssssssens 1

5.2.6. Screw joint
5.3. The constraint equations of speeds in case of overlapping
of the axis 0.z, and Oj*zj* ................................................................................................. 1
5.3.1. SPhErical JOINT ... ssss st sssssssssssssssssssssnes
5.3.2. UNIVETSAL JOINE cuuierierreeeeeeesessseessessssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnns
5.3.3. CYliNAIiCal JOINT wuuceecerreeneeseeseessesssses s ssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssess

5.3.4. Translational joint
5.3.5. REVOIULE JOINEuuuiiitirerrerrsneesneessesseesssssssss s ssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssens
5.3.6. SCTEW JOINT currurerreerreetseersssessessssssssssess st st ssssssssssssssesssesssesssssssssssssssssssssssssssnsssnns
5.4. The constraint equations of accelerations
5.4.1. SPherical JOINT ... ssss s sssssssssssssssssssssssssssssnns
5.4.2. UNIVETSAl JOINT cuuvevicrieeesneesseesessseessessssssssessssssssssssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssnsssnss
5.4.3. Cylindrical joint
5.4.4. Translational joint
5.4.5. REVOIULE JOINLE ooreererreereeeeeereesreessesssees s seesssessessesssesssess s sesssessessssesssesssesssesssesssees
5.4.6. SCTEW JOINT cerreuieeeeerecerecreerseersesssesssess s sees s ssessessesssesssess s st sesssssssssssesssesssesssssssees

05

12

EME



6. The dynamic balancing of spatial mechanisms and its optimization......133
6.1. Total balanCing ... ——————— 133
6.2. Optimal balancing by reducing inertial forces and moments, to a

MINTMUIN VAIUE coeveeeeeteeeeceeeesseesessssesse s ssssssssssssssssessss s ssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssans 138
6.3. Practical implementation .......esssssssssssssssssssssssssssssssssssssess 142
6.3.1. Determination of coeficients of optimal balancing forces,
on the first DalanCing AXiS....ceeereernmeessmesssmessseesseessessssesssssssssssssssssssssssessssnees 142
6.3.2. Determination of coeficients of optimal balancing forces,
on the second balancing axis, rotating in opposite direction .........ccueee. 144
6.3.3. EXAIMPICcurieitrctcectetceeese sttt sesse s ss bbb s s bbb 148

6.4. Determining the vibration magnitude of a judging point, choosen
0N the MAChINE ... ———————— 149
6.5. Optimization algorithm with reducing the vibration magnitude

of multiple judging points on the MAChine ... 153

6.6. Optimization algorithm by minimizing the oscillation of a choosen
point, in case of balancing on a SiNgle axiS.....ccurnrnmrnnennseneseseseeees 155
BIiDIIOZTAPNY oottt e 158

The Theory of Optimal Balancing of Mechanisms (Summary)

070 613 s 1 5T

Theorie des optimalen Auswuchtens der Mechanismen (Zusammenfassung) ....167

0 L PP 169
Teoria echilibrarii optime a mecanismelor (Rezumat)......oneonsenseesseeseeseens 173
L0010 ) g0 L 175

166

EME



THEORIE DES OPTIMALEN AUSWUCHTENS DER MECHANISMEN

ZUSAMMENFASSUNG

Das wesentliche Erneuung der angewandte Technische Wissenschaften, und in
Rahmen diesen auch der Mechanismen-, die am Ende XX. Jahrhundert begann und
auch heute verlauft, ist ohne die Anwendung der Rechenanlagen unvorstellbar. In
diesen Umstdnden notig ist, die Modellaufbau anlassende Grundidee nicht zu dem
Vergessen verurteilen hinter die grofdartige, elegante und immer mehr beschleu-
nigte Rechnungen.

Der Opfer Herrn Maschinenbauingenieure Dr. Istvan Papp, aufderordentli-
cher Professor der Sapientia Universitat, Theorie des optimalen Auswuchtens der
Mechanismen ist mit dem Wunsch der Einhaltung der oberen genannten Idee ge-
bildet.

Als Erstes ist zu klarstellen dafd die hier vorgebrachter Kenntnisse klar {iber-
schreiten der Tiefe eines Universitdtslehrbuchs. Um die hier Geschriebenen zu
verstehen, griindliche Mathematik, Mechanik und Mechanismen Kenntnisse unent-
behrlich sind. Es steht aber zu wirklicher Hilfe aller die im Rahmen der Mechanis-
men, Maschinenelementen und auch Robotik Tiefforschungen durchfithren moch-
ten - erst auf allem Forscher und Doktoranten.

Die fiinf Abschnitte des Buchs betrachten die Problematik der Rdumlichen Me-
chanismen, ab die notige mathematische Begriffe bis das dynamische Auswuchten,
mit aufdergewohnlicher Transparenz und Vollstandigkeit.

Erster Abschnitt erreichte die im Spateren notige mathematische Grundlagen.
Die allgemeine Koordinatentransformation ist nicht durch Eulerschen Winkeln,
sondern nacheinander zugangige orthogonalen Drehungen vorgestellt.

Zweiter Abschnitt stellt allen mathematischen Modellen der bei der Gelenken von
niedrigen Klassen aufbaubaren Beschrankungen vor, mit ausfiihrlichen Erklarun-
gen. Die Analyse ist fiir alle Gelenktypen erbreitet. Das allgemeinere Ziel hier steht
in der Rechnung relativer oder Absoluter Bewegungen jedem Glied. Die Methode
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begriindet sich auf der geschlossene Vektorpolygon, die in der Beschrankungsglei-
chungensystem transformiert ist, deren Losungen geben de versuchten Bewegun-
gen.

Dritter und vierter Abschnitte passen in Struktur, Stil und berufliche Meldungen
mit dem ersten Abschnitt. Die hier gegebenen mathematische Deduktionen folgen
im Beschrankungsgleichungen der Geschwindigkeiten und Beschleunigungen, mit
gleicher wissenschaftlicher Genauigkeit.

Fiinfter Abschnitt enthélt der Aufbau der Problematik des dynamischen Aus-
wuchtens, und die entsprechenden Losungen. Der Berechnung des die Struktur
belastende Krafte entsprechendem inertialer Zweibeins folgen die Rechnungen der
Masse, und Position der Gegengewichte. Die theoretisch Perfekt, aber kaum Durch-
fiihrbarer dreiachsiger Auswuchtmodell ist ausfiihrlich geschrieben. Es ist belgeitet
bei den Modellen der zweiachsigen und einachsigen Auswuchtmodellen - darge-
stellten als partikulare Falle das dreiachsige Modell.

Die mathematischen Modelle sind fiir die allgemeine Félle der Glieder vorbereitet
und deswegen die in der moglichst hoheren Komplexitat aufzeigender Gleichungen
sich sehen lassen. Die Geometrie einzelbaren Gliedes resultiert durch die Verein-
fachung der allgemeinen Gleichungen. Der Leser des Buchs kann dadurch leichter
empfinden der Kraft der allgemeinen Modelle, und die partikuldren geometrischen
und kinematischen Eigenschaften einzelner Glieder
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TEORIA ECHILIBRARII OPTIME A MECANISMELOR

EXTRAS

Lucrarea de fata se adreseaza in primul rand doctoranzilor, dar si specialistilor
din domeniu precum si tuturor ce vor sa aprofundeze cunostintele profesionale pri-
vind echilibrarea dinamica ale mecanismelor plane si spatiale.

Capitolele cartii sunt ordonate dupa succesiunea logica a notiunilor teoretice si
a modelelor matematice necesare realizarii programelor pentru determinarea tu-
turor parametrilor, necesari pentru echilibrarea optima a mecanismelor. Aplicarea
in practica a teoriilor prezentate a devenit posibila odata cu dezvoltarea metodelor
numerice de calcul.

Capitolul 1 cuprinde notatiile si formulele utilizate, teoria transformarilor matri-
ceale, urmate de formulele necesare pentru determinarea componentelor amplitu-
dinii vibratiilor mici.

Capitolul 2 prezinta ecuatiile de constrangere ale cuplelor cinematice cu ajutorul
transformarilor matriciale, obtinute prin rotirea succesiva a axelor de coordonate

OX si OY, pentru toate cazurile particulare, in scopul determinarii pozitiilor elemen-
telor mobile din mecanism.

Capitolul 3 cuprinde ecuatiile de constrangere ale vitezelor corespunzator cazuri-
lor de suprapunere ale axelor O,x; si O)x; respectiv O,y, si O}y, realizate in baza
pozitiilor relative ale elementelor cuplate ,,i” si ,,j”.

Capitolul 4 descrie ecuatiile de constrangere ale acceleratiilor corespunzator ca-
zurilor de suprapunere ale axelor O,x, si O,x, respectiv O,y, si O,y,,inipotezele
capitolului precedent.

Capitolul 5 prezinta ecuatiile de constrangere ale pozitiilor, vitezelor si accelera-
tiilor in cazul suprapunerii axelor de rotatie O,z; si Oz, definite prin unghiurile
lui Euler.
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Capitolul 6 trateaza posibilitatile de echilibrare ale fortelor de inertie si momen-
telor fortelor de inertie, dupa cele trei axe ortogonale de echilibrare. Posibilitatile
de echilibrare partiale sunt tratate in ipoteza dupa o singura axa, sau dupa doua
axe de echilibrare. In acest capitol se prezinta echilibrarea optimi prin reducerea la
minim a fortelor si momentelor perturbatoare. De asemenea este prezentat mode-
lul de reducere la minim a vibratiilor unui punct arbitrar ales de pe corpul masinii,
respectiv modul de calcul al amplitudinilor vibratiilor din orice punct ales de pe
corpul masinii.
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Jelen md a mechanizmusok, gépszerkezettan, illetve robotok
tudomanyanak mélységeibe kalauzoljak a tisztelt Olvasot.
Bar a kdnyvet els6sorban a doktoranduszhallgatok és kutatok
figyelmébe ajanljuk, a magiszteri képzésben részt vevo diakok
€s a gyakorld mérnokok is bizalommal forgathatjak.
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munkara vallalkozik az Olvasé, ha a jelen konyvben feltart
eszmeket €s elméletet probalja elsajatitani - a gépszerkesztok
¢s gyakorld mérndkdk az idaig ismert leghatékonyabb
fegyver birtokosai lesznek, amivel biztos megoldast talalnak
a geépstruktirdk megalkotasanak mdlszaki konfliktusokkal
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